Roéury, H.
Math. Annalen, Bd. 133, 8. 1—25 (1957)

Das Riemann-Hilbertsche Problem
der Theorie der linearen Differentialgleichungen
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Einleitung

. n
1. Ist ein System Wi _ 2 B (2)y;, 1=1, ..., n, von linearen homogenen
1

dz

Differentialgleichungen 1. Ordnung mit rationalen Koeffizienten gegeben, so
sind ihre Losungen bekanntlich im allgemeinen nicht in der vollen Zahlen-
kugel P! eindeutig und meromorph. Jede einzelne Losung besitzt jedoch nur
endlich viele isolierte Singularitéiten; als solche Singularititen kommen in
Frage die Polstellen «, . . ., 2, der Koeffizienten R,,(z) und evtl. der Punkt
xy=occ. Bilden die Losungen p;= (y1;(2), ..., ¥,:(2)), ¢ =1, ..., n, ein Fun-
damentalsystem von Losungen, so geht bei Umlauf um die singulire Stelle x,
der Vektor y, iiber in einen Vektor Za{y p;; dabei ist die Matrix A : = (af?)
-nicht singulér und es besteht die sog. Riemannsche Relation Q% -, ., - B = 1.
Diese Riemannsche Relation bedeutet nichts anderes, als dafl jedes Fun-
damentalsystem v,, . . .,1, von Ldsungen einen Homomorphismus der Fun-
damentalgruppe von Pl'— {, ..., z;} in die allgemeine lineare Gruppe
G L{n,C) tiber dem Korper der komplexen Zahlen induziert.

2. Bereits im Jahre 1857 warf B. Riemann [21] das Problem auf, ob um-
gekehrt auch zu jedem Homomorphismus der Fundamentalgruppe von
Pl {xy, ..., 2} — @y ..., T seien beliebig vorgegeben — in GL(n,C) ein
System von » linearen homogenen gewshnlichen Differentialgleichungen
1. Ordnung mit rationalen Koeffizienten gehort, welches ein Fundamental-
system von Ldsungen besitzt, das diesen Homomorphismus erzeugt. Dariiber
hinaus verlangte RiEMANN noch, dal das Differentialgleichungssystem vom
Fuchsschen Typ (vgl. Vorbemerkungen) sei. Im selben Jahre [20] hatte er
dieses Problem fiir k& = n = 2 bejahend beantwortet und Fundamentalsysteme
der gewiinschten Art explizit angegeben. In der Folgezeit haben sich u. a.
H. Porncar# [19] und L. ScHLESINGER [23, 24] mit dem Riemannschen
Problem eingehend befafit. Die von ihnen angegebenen Beweise sind jedoch
sehr lickenhaft und vom modernen Standpunkt aus nicht exakt. Auf diese
Tatsache wies bereits J. PLemMELS [18] hin, der selbst im Jahr 1908 [17] den
ersten im wesentlichen einwandfreien Existenznachweis fiir beliebiges k und n
Lieferte. Schon 1900 hatte D. HILBERT das Riemannsche Problem unter seine
Mathematischen Probleme [9] aufgenommen (man spricht seither vom Rie-
mann-Hilbertschen Problem); 1905 wurde von D. Hinsgrr [10, 11] der Fall
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n = 2, k beliebig erledigt, ein Spezialfall, der kurz vorher auch von O. Kzr-
106 [12] behandelt wurde. Der Plemeljsche Beweis stiitzt sich - analog wie
die Ansiitze von D. HiuserT und O. KsrLo¢ — suf die Theorie der Fredholm-
schen Integralgleichungen. Im Jahre 1913 gewann G. D. Birkro¥F [2] das
allgemeine Plemeljsche Resultat durch gewisse Approximationssétze; gleich-
zeitig erledigte er eine bereits frither von ihm angegebene Verallgemeinerurg
des Riemann-Hilbertschen Problems. In den Jahren um 1924 beschiftigte
gich O. Haupr [6-—8] mit viner dem Riemann-Hilbertschen Problem nahe ver-
wandten Fragestellung.

An Monographien, welche sich u. a. ausfiihrlich mit dem Riemann-Hilbert-
schen Problem befassen, sind die Darstellungen von J. A. LaPPo-DANI-
LEVSKY [14] und N. I. MuskHEeLISHVILI {15] zu erwihnen. In {14] wird auch
in hinreichender Allgemeinheit die Frage der Abhingigkeit des Fundamental-
systems von den ,,Verzweigungspunkten® z,, . . ., z, in Angriff genommen.

3. Durch das Resultat von J. PLemuLs wurde die allgemeine Theorie der
Systeme linearer homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung vom Fuchs-
schen Typ mit rationalen Koeffizienten in einem gewissen Sinne zu einem
befriedigenden AbschluBl gebracht; denn man iberblickte nunmehr das lokale
und globale funktionentheoretische Verhalten der Losungen vollstindig. Far
Systeme linearer homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung, deren Koeffi-
zienten meromorphe Funktionen auf einer beliebigen kompakten oder nicht
kompakten Riemannschen Fliche sind, fehlen bis heute analoge Unter-
suchungen. Die lokale Theorie lduft offensichtlich parallel zum kiassischen
Fall. Ahnlich wie auf der Zahlenkugel kann man auch jetzt die Singularititen-
menge X' eines Lésungssystems charakterisieren. Jedes Fundamentalsystem
von Losungen erzeugt wieder wie im klassischen Fall einen Homomorphismus
der Fundamentalgrappe von X — X' in G L(n,C). Daher kann man auch das
Riemann-Hilbertsche Problem iibertragen und schlieBlich noch nach der Ab-
hiingigkeit der Lésungen von den Verzweigungspunkten fragen. Die Schwierig-
keit bei der Behandlung derartiger Fragestellungen beruht im wesentlichen
auf der Existenz von nicht zerlegenden Riickkehrschnitten.

4. In der vorliegenden Arbeit wird das allgemeine Riemann-Hilbertsche
Problem fiir beliebige (kompakte oder nicht kompakte) Riemannsche Flichen
im bejahenden Sinne gelést. Die verwendeten Methoden sind im Gegensatz
zu den bislang benutzten rein funktionentheoretischer Art. Es werden dabei
einige tiefliegende Sitze der modernen Funktionentheorie mehrerer Ver-
#nderlichen sowie die Theorie der komplex-analytischen Faserrbume heran-
gezogen. Die Existenzprobleme fiir Differentialgleichungen werden umfor-
muliert zu Existenzaussagen fiir komplex.analytische Schnitte in komplex-
analytischen Faserriumen (Satz 1 und 2). Das Vorhandensein derartiger
Schnitte wird in bestimmten Fillen (Satz 3) durch die Trivialitdt des defi-
nierenden Cozyklus sichergestellt. In den ausstehenden Fillen, die sich auf
kompakte Riemannsche Flichen beziehen, wird die Existenz entweder durch
direkte Konstruktion nachgewiesen oder durch einen Satz von S. NAKaxo
iiber komplex-analytische Vektorraumbiindel gewihrleistet (Satz 4. Wie man
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sich leicht iiberlegt — dieser Punkt wird im folgenden nicht niher ausgefithrt —
1aBt sich mit Hilfe von Satz 3 und Satz 4 auch die sinngeméfl auf beliebige
Riemannsche Flichen iibertragene Birkhoffsche {2] Verallgemeinerung des
Riemann-Hilbertschen Problems im bejahenden Sinne heantworten: dazu hat
man nur anstelle des Cozyklus &4 einen entsprechend abgeéinderten zu setzen,
Bekanntlich leisten die Sétze 3 und 4 noch wesentlich mehr. Satz 3 enthilt
z. B. den WeierstraBBschen Produktsatz fiir beliebige nicht kompakte Riemann-
sche Flichen und Matrizen (statt Funktionen), ein Ergebnis, das im Falle der
Zahlenebene bereits von G. D. Birrao¥FF [3] bewiesen wurde. Satz 4 ist noch
aus folgendem Grunde von Interesse. Bekanntlich verliert der Weierstrafische
Produktsatz auf kompakten Riemannschen Fldchen seine Giiltigkeit. Doch
bleibt (wegen Satz 4) die Aussage richtig: ist X eine kompakte Riemann-
sche Fliche, », ..., x, eine Punktmenge auf X und sind f,(2), ..., fx(2)
Funktionen, die in geeigneten reduzierten Umgebungen von =z
bzw. z,... bzw. x, meromorph sind, so gibt eseine auf X —{x,...., 2}
meromorphe Funktion f(z), fir welche f(x)f !(2),x=1,...,k, mero-
morph in z, fortsetzbar ist.

Dies ist offensichtlich die sinngemidf auf kompakte Riemannsche Flichen
iibertragene Formulierung des Weierstrafschen Satzes. Da Satz 4 auch fiir
algebraische Mannigfaltigkeiten seine Giiltigkeit behilt, gelangt man wie eben
zu einer sinngem#Ben Ubertragung des Cousin-IT-Problems auf algebraische
Mannigfaltigkeiten; man sieht, da — im Gegensatz zum Cousin-II-Problem
fiir holomorph vollstindige Réume — hier das iibertragene Cousin-II-Problem
uneingeschrinkt Losungen zulaBt.

Die Frage nach der Abhingigkeit der Losungen von den Verzweigungs-
punkten wird mit dhnlichen Methoden wie das Riemann-Hilbertsche Problem
selbst angegangen. Das Hauptresultat ist: 1a8t man die Verzweigungspunkte
in einfach zusammenhingenden und paarweise fremden Gebieten variieren,
so kann man stets Losungen §§ des Riemann-Hilbertschen Problems angeben,
welche meromorph von den Verzweigungspunkten abhéingen. Hinsichtlich
der genauen Formulierung sei auf Theorem I verwiesen. Die hier beniitzten
Methoden lassen sich auch bei einer Reihe von Fragestellungen, welche in
einer Arbeit von O.TricHMULLER [25] tiber verdnderliche Riemannsche
Flachen angeschnitten sind, mit Erfolg verwenden. Abschliefend mége noch
darauf hingewiesen werden, daf @hnliche Problemstellungen, wie sie hier be-
handelt werden, bei gewissen Existenzfragen der Funktionentheorie mehrerer
Veriinderlichen auftreten.

1. Vorbemerkungen

Gegeben sei eine abstrakte Riemannsche Flache X, von der wir stets
voraussetzen wollen, dafl sie zusammenhéingend ist. Ferner sei ein System
von # linearen homogenen Differentialgleichungen 1. Ordnung

(1) dp =19 ()

mit £2'(x) als einer Matrix vom Typ (n,n), deren Komponenten auf X
1*
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meromorphe Differentialformen vom Grade 1 sind, betrachtet. Wir sagen, (1) ist
ein Differentialgleichungssystemn auf X. Mit X' wollen wir die Gesamtheit
der Pole der Komponenten von ’(z) bezeichnen; entsprechend nennen wir
die Vereinigung der Divisoren der Komponenten von £'(x) den Divisor
von £ (x).

Bekanntlich gibt es stets nichttriviale Losungen dieses Differential-
gleichungssystems, d. h. Vektoren p(z), deren Komponenten auf der univer-

sellen Uberlagerungsfliche X — X’ von X — X’ meromorph und nicht alle
identigch Null sind und der Gleichung

1) dy(z) = (%) y* (2 (x))
geniigen; dabei mége mit o die natiirliche Abbildung von X — X’ auf X — X'

und mit y* der zugehdrige Monomorphismus des Korpers (Ringes) der auf
X — X’ meromorphen Funktionen (Differentialformen) in den Korper (Ring)

der auf X — X' meromorphen Funktionen (Differentialformen) sein. Die Ge-
samtheit L der Losungen von (1) bildet einen Vektorraum iber dem Kérper €
der komplexen Zahlen, dessen Dimension gleich # ist.

Es sei zo¢X — X'. Wir betrachten jetzt die Fundamentalgruppe
(X — X', z,) von X — X’ mit w, als Bezugspunkt. Ist 2, ¢ X — X mit P(T,)
= &, ein fiir allemal gegeben, so entsprechen sich die Elemente « ¢ 71, (X — X', 2,)
und die Punkte aus {y~(x,)} gemif der iiblichen Konstruktion der univer-
sellen Uberlagerungsfliche umkehrbar eindeutig. Der hierbei a zugeordnete
Punkt sei mit «(%,) bezeichnet. Des weiteren moge unter p(z) im folgenden

der zu y im Punkte 7 ¢ X — X' gehorende Keim verstanden werden. Wir
setzen dann fiir « ¢ 7y (X — X', z,)
a*-p(Tg): =p(x(Zy)) .

Bekanntlich ist «* ein C-Automorphismus von L. Da weiter (a f)* = g% o*
gilt, liefert die Zuordnung « > a* einen Anti-Homomorphismus g, von
(X — X', z,) in die Automorphismengruppe von L. TFixiert man alsp
eine Basis in L, so entspricht o* in natiirlicher Weise ein Element u(«) der
Gruppe G L(n,C) der invertierbaren Matrizen vom Typ {n,n) iiber dem Korper
der komplexen Zahlen. o« — u(«) ist ersichtlich ein Homomorphismus. Es ist
klar, daf bei einer anderen Wall der Basis die Darstellung « — p (o) durch
eine dquivalente zu ersetzen ist. y, wird iiblicher Weise als die Monodromie
von (1) bezeichnet, X’ als die Menge der Verzweigungspunkte.

Man kann nun die Frage stellen, ob es zu jeder Darstellung u von
(X — X', z;) in GL(n,C) ein System (1) auf X gibt, dessen Lésungsraum L
nach dem angegebenen Verfahren zu dieser Darstellung y Anlafl gibt. Dabei
werde vorausgesetzt, da X' C X auf X keine Haufungspunkte besitzt und
x,€ X — X' gilt.

FaBt man eine Basis des Losungsraumes L von (1) zu einer Matrix 9J (%),
deren Zeilen aus den verschiedenen Elementen der Basis bestehen mégen,
zusammen, so hat man ersichtlich fir « ¢ 7 (X — X', z,)

2 oa* - P (@) = p() P(Z,),



Das Riemann-Hilbertsche Problem 5]

falls o* sinngeméB fiir Matrizen definiert wird. 9J(%) ist auf X — X' mero-
morph und nicht singuliir, d. h. Det § () == 0. Ist umgekehrt eine auf X-X
meromorphe und nicht singulire Matrix () vom Typ (n,n) gegeben, fiir
welche (2) gilt, dann ist auch P-1(x) d P () auf XX meromorph. Da fiir
a € (X — X', x,)

o - P () dB () = B (%) dB(F)

PP @) AP (@) = 2 (2).
£’ (x) ist auf X — X’ meromorph und die Losungen des Differentialgleichungs-
systems

gilt, existiert

dp =p L' (x)

auf X — X’ geben als Linearkombinationen der Zeilen von §J(z) zu der ge-
gebenen Darstellung u von 7, (X — X', z,) AnlaB. Da die Zweige von § (z)
im allgemeinen in den Punkten aus X’ ziemlich unangenehme Singularititen
besitzen, kann man nicht erwarten, dafl sich ©’(z) meromorph auf X fort-
setzen laBt.

ErfabhrungsgemilB erweisen sich in der Theorie der linearen Differential-
gleichungen im Komplexen die sog. singuliiren Stellen der Bestimmtheit als
angenchme Singularititen. Dabei mdge in leichter Abwandlung der her-

kommlichen Begriffsbildung «’ ¢ X’ fiir den auf XX meromorphen Vektor
»(Z) eine Stelle der Bestimmtheit heiflen, wenn gilt: es gibt eine Umgebung U
von @ i X mit UNnX'={x'} derart, dafi zu jeder zusammenhingenden
Komponente V; von YU — {2'}) eine Matriz ; existiert, so daf fiir die
in U definierte lokale Uniformisierende t(x) von ' mit t{x’} =0

y¥—1{exp(A;logt o ¥;(2) v ()}

existiert und sich meromorph in x' fortsetzen lift; dabei werde unter y; die
Beschréinkung von ¢ auf V; verstanden. Diese Definition iibertrigt sich
sinngemil auf Matrizen.

Ein Differentialgleichungssystem (1) heit vom Fuchsschen Typ, falls fiir
jedes Element des Lésungsraumes L von (1) jeder Punkt 2’ ¢ X’ eine Stelle

der Bestimmtheit ist. Liegt nun in 3J(%) eine auf X — X’ meromorphe Matrix
vor, fiir welche jeder Punkt 2’ ¢ X’ eine Stelle der Bestimmtheit ist und die der
Beziehung (2) geniigt, so ist, wie man leicht sieht, 2’ (x) auf ganz X mero-
morph fortsetzbar.

Das Riemann-Hilbertsche Problem besteht darin, zu gegebenem X’ C X und
zur Darstellung 4 von =, (X — X', 2y) in GL(n,C) ein System (1) vom Fuchs-
schen Typ auf X zu konstruieren, dessen Losungsraum L zu der gegebenen
Darstellung ¢ Anlafl gibt. Nach den obigen Bemerkungen wird es positiv
beantwortet sein, wenn es gelingt, eine auf X — X’ meromorphe nichtsingu-
lire Matrix Q(Z) anzugeben, fiir die jeder Punkt ¢ X’ eine Stelle der Be-
stimmtheit ist und welche (2) erfiillt. Dieses letztere Existenzproblem sei mit
(X, X', u) bezeichnet. Es wird von einer holomorph invertierbaren Lésung 9 (%
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von (X, X', u) gesprochen, falls () auf X-x holomorph und holomorph
invertierbar ist.

2. Die dem Riemann-Hilbertsehen Problem zugeordneten Faserriume

Es ist zweckmiBig, zuerst eine Lésung von (X — X', @, u)Y) zu suchen und
dann in einem weiteren Schritt die eventuellen Stellen der Unbestimmtheit,
welche in X' enthalten sind, zu beseitigen. Bei der Diskussion von (X — X',
@, ) kann X — X' stets als nicht kompakt vorausgesetzt werden. Ist nim-
lich X kompakt und X'= @, 50 setze man mit "¢ X X”: = {z”} und be-
trachte (X — X", @, u*), wobei y*= g O i* mit 7* als dem natiirlichen Homo-
morphismus von i, (X — X", z,) auf 7, (X — X', z,). Eine Losung von (X~ X",
D, y*) 1ost dann auch (X, P, u) tiber X — X", weshalb dann nur noch eine
etwaige Singularitiit in 2" zu beseitigen ist.

Nun sei X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche, {U };; eine offene
Uberdeckung von X durch zusammenhingende Koordinatenumgebungen mit
7 {U,) =0 fiir ¢ €¢I, so daBl U, " U, stets zusammenhingend ist. (X, @, u)
wird nach dem folgenden Verfabren ein ¢ L (n, C)-Cozyklus &, ¢ HH (X, L{n,C)w)
zugeordnet. In jedem U, wihlen wir einen Punkt z,¢U; und verbinden x,
mit x; durch eine Kurve K, welche in x, startet. Ist x ¢ U; n Uy, so sei D, ;(x)
eine Kurve von z; nach z in U,, D, ,(z) eine Kurve von x; nach z in U;. Wir
bezeichnen die Homotopieklasse einer Kurve K mit (K). Es sei

gii (%) : = pu(KK;D;;(x) Dy (w)t Kfl>) fir 2c¢U,NnU;

gesetzt. Da g,;(2) wegen m, (U,)= {0} in jeder zusammenhingenden Kom-
ponente von U, U, konstant ist, stellt g,,(x) eine holomorphe Abbildung
von U; N\ U, in GL(n,C) dar. Wie man leicht nachrechnet, erfiilllen die g,;(x)
die Vertriglichkeitsbedingungen g,;(x) g, (%) = g, {(2) fir x ¢ U;nU; " U,.
Der durch die g,;(x) definierte Cozyklus aus H*(X,GL(n,C),) werde mit &,
bezeichnet. £, ist unabhingig von der Wahl der Punkte x,cU, und der
Kurven K, Ferner sind, wie man sich leicht iiberlegt, zwei Cozyklen £,,&,
dieser Art genau dann gleich, wenn es einen inneren Automorphismus 9 von
GL(n,C) mit u'= v o u gibt.

Einer holomorph invertierbaren Losung (z) von (X — X', @, u) wollen
wir jetzt einen weiteren Cozyklus &g zuordnen. Dazu wihlen wir eine offene
Uberdeckung {U;};c; von X mit den nimlichen Eigenschaften wie eben, fiir
welche aulerdem noch gilt:

U,n X' ist fur jedes 1¢I hochstens einpunktig und jedes x'¢X’ ist in
hochstens einem der U, enthalten. Ist U, ~ X'= @, so setzen wir

fiz):=1¢GL(n,C) fir zcU,.

Nunmehr sei U;X'= {«}, {;(z) eine lokale Uniformisierende in U; mit
t;(x;) =0, K, eine Kurve von x, nach z;¢ U;— {«;} und D; eine in U;— {z}
verlaufene Kurve, die in z; startet und endet und deren Homotopieklasse

M‘)Mﬁ sei die leere Menge.
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m (U;— {x;}) erzeugt. Dann 1Bt sich der meromorphe Keim
log u({K; D; K57)) logt,0 p({K;>Z,) } O
°xp {M {D;) logt;(x;) — log t(x;) (E*B(w)
meromorph in diejenige zusammenhangende Komponente V,;von (U, — {x]})
fortsetzen, zu welcher der Punkt (K} z, gehort. Diese Fortsetzung ist mit

D(x) als einer in U; — {w]} verlaufenden Kurve, die in x; startet und in x
endet,

[ logu{ K;D; K77)) logt; 0 p{({K; Dy(%)) T} N
U <Df>ji°gij(%) - bgt,(a;) ' } (K; Dj(x)y *P(xy).

Wie man unschwer erkennt, existiert

e log 4 (CK, D, K79) logt, 0 p (K, D (2)) &) .
e e it v B [OOSR ()

fir # < U;{— ;}. Die Abbildungen

exp

gw .’E) 'fz 1‘) f]('r)m fllI‘ x E Ulf\ U.f

sind holomorph und erfillen die Vertriiglichkeitsbedingungen, definieren also
einen Cozyklus &y ¢ H1(X,G L{n,C)w). Falls GL(n,C) als komplexe Automor-
phismengruppe auf dem komplexen Raum Y operiert, 1af3t sich dem eben
konstruierten Cozyklus ein komplex-analytisches Faserbiindel (X, &y, ¥)
assoziieren. Wir bendtigen hier nur die Fille Y = G L(n,C), was zum Haupt-
biindel fithrt, Y = P (= n-dimensionaler komplex-projektiver Raum) und
Y = P¥. Da GL(n,C) in natiirlicher Weise als eine Untergruppe der
PGL(n+ 1,0) aufgefalit werden kann, ist nur noch anzugeben, wie die
GL(n,C) auf P operieren soll. Dazu zeichnen wir einen zu P gehérenden
Cn* aus und identifizieren ihn mit der Menge aller n-reihigen Matrizen
iiber dem Korper der komplexen Zahlen; GL(n,C) operiert durch Links-
multiplikation auf der Menge aller Matrizen und damit auf O als eine
Gruppe von linearen Automorphismen, welche bekanntlich auf genau eine
Weise in den P fortgesetzt werden kénnen.

Satz 1: X sei nicht kompakt. Dann ist fiir die Existenz einer holomorph
invertierbaren Losung von (X, ®, u) notwendig und hinreichend, dafi &, der
triviale Cozyklus ist.

Beweis: Es sei §J(x) eine holomorph invertierbare Losung von (X, @, u).
Ferner sei y; die Beschrinkung von y auf diejenige zusammenhéngende Kom-
ponente V, von y~1(U,), welche (K,) Z, enthilt. (K »*P(7,) 1aBt sich zu
der auf ¥, holomorphen und holomorph invertierbaren Matrix (K, D, (z)>* 3 (z,)
fortsetzen. Da V¥, durch y, topologisch auf U, abgebildet wird, existiert

s;(x) 1 = I YK, D;(x))*B(Z,)) fir zc U,
und ist holomorph und holomorph invertierbar. Da fir 2 ¢ U, n U,
8;(x) = ¥ 1K, Dy(x) Dy (= ) 71K Dy(x))*B (@)
= 9!~ ((K; D (x)y*(K,D; D 1(z) K7 1)y*P (o)
=g;; () - 1(<K,-Dj(x))*?}(x0)) 9;1(‘”) 8;()



3 Herymor RouBL:

gilt, bildet die Kollektion der s,{z) einen komplex-analytischen Schnitt in
dem zu £, gehorenden Hauptbiindel. Das bedeutet jedoch, daBl £, der triviale
Cozyklus ist.

Nun sei umgekehrt ein komplex-analytischer Schnitt s(z) in dem zu £,
gehorenden Hauptbiindel gegeben; ein solcher existiert bekanntlich, falls &,
trivial ist. Die Abbildungen ¢{z,y) von U, X G@L(n,0) in das zu §, asso-
ziierte Hauptbiindel seien ein System lokaler Koordinaten der Faserstruktur.
Dann setzen wir

s(@):= @ri(s(x)) fir zcU,.

8;{z) ist in U, holomorph und holomorph invertierbar und es gilt in U, ~ U,
die Beziehung s,(x) s; () == g,,(x). Ist @, ¢ U, so wollen wir nun zeigen, da3
8,(x) lings jedes in x, startenden und endenden Weges K analytisch fort-
gesetzt werden kann, d.h. also zu einer auf X x meromorphen mnicht-
singuléren Matrix J(Z) AnlaB gibt. Nebenbei wird sich ergeben, daB ¢ (z)
holomorph und holomorph invertierbar ist und der Gleichung (2) geniigt.
K 1aBt sich durch geeignete Wahl der Kurvenpunkte z,,0=0,...,7+ 1,
To= Ty = ¥, 11, derart in Teilwege K, von x, nach x, , , zerlegen, daf fiir ge-
eignete Elemente U, 0 =0, ..., 7, Uy= U, der gegebenen Uberdeckung von
XK, CU,p=0,...,r,git. Weiter werde x, mit x, durch eine Kurve D,C U,
verbunden. Dann gilt

K =(KoD ' KN (KyD Ky DY ESY .. (K, D, K[ _1 K))
und somit

(3) (KEY) = go1(®1) - - - gr—1,0(2)) -

Da g,,;+1(2) in U, n U, konstant ist, wird s, () durch g, , .1 (%, 1) 8+, () nach
U, ., fortgesetzt. Damit 1aBt sich s,(x) lings des ganzen Weges K analytisch
fortsetzen und gibt so zu einer auf X-x holomorphen und holomorph in-
vertierbaren Matrix §(Z) AnlaB. Wegen (3) gilt fiir P(Z) ersichtlich die
Gleichung (2).

Corollar: Ist X nicht kompakt, so entsprechen sich die holomorph in-
vertierbaren Losungen von (X, @, y) und die komplex-analytischen Schnitte
in dem zn §, assoziierten Hauptbiindel in natiirlicher Weise.

Der eben bewiesene Satz liefert ein Kriterium fir die Existenz von Ma-
trizen, welche das gewiinschte ,,Verzweigungsverhalten aufweisen. Unter
welchen Umstéinden es méglich ist, die evtl. auftretenden Stellen der Un-
bestimmtheit zu beseitigen, lehrt der folgende

Satz 2: Ist B(z) eine holomorph invertierbare Losung von (X — X', @, ),
s0 gilt:

1) ist X nicht kompalkt, so ist fiir die Kxistenz einer holomorph invertierbaren
Lisung von (X, X', u) notwendig und hinreichend, daf &y der triviale Cozyklus ist,

2) ist X kompakt, so ist fir die Existenz einer Losung von (X, X', u) not-
wendig und hinreichend, dafl das zu £y assoziierte Biindel (X, £y, P™') mit P
als Faser einen komplex analytischen Schnitt s(x) zuldpt, fiir welchen es wenigstens
ein x ¢ X mit @ 1(s(x)) € GL(n,C) gibt.

z
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Beweis: 1) Ist s(z) ein komplex-analytischer Schnitt in dem zu £y asso-
ziierten Hauptbiindel, so gilt mit

s(x):= @ Hs(z)) fir xzecU,

174 (@) si(x) = f;7 () 8;(w) in U;nU; Also definiert die Kollektion der
{71 (#) s;(x) eine in X — X' holomorphe und holomorph invertierbare Matrix
W(x). Setzt man nun J(Z): = P(x) yp*(W(w)), so ist offensichtlich F () auf

X_X holomorph und holomorph invertierbar und es gilt fir §(x) die Be-
ziehung (2). Es bleibt also noch zu zeigen, dafl alle Punkte von X’ fiir § (%)
Stellen der Bestimmtheit sind. Da
CK*B(Zo) = KK)* P (&) - y* (WK, %))

= (K*P (@) - y*(fi 1 s:(p((K) o))

=K Y*B(@o) - y { TP KK 370))) p* {Si(’(’«Ki) %0)))

== <Kz>*?}(5o) {(Ki>*33(§0)}-—1 X

llOgﬂ<<K¢D¢Kf‘>) logt; Oy ({K;) Fy) } .
X exp | {D;) logt, (=) — log ()

y* (Si(¢(<Ki> io)))
erhdlt man firz ¢ V

log u({ K, D, K;7)) logt; oy (%) ~ ~
‘”‘P{" (D> ogty (5 — ogty(z,) IB(“’“W (5: 0 9(2)).

Somit gilt

_ log w({K; D, K71)) logt, 0y, (%) ~
* — etV —
vt o = e~ gy ) BE =)

d. h. aber, daf in V, die Forderung der Bestimmtheit erfiillt ist; fiir die Gbrigen
Komponenten folgt dies unmittelbar aus a*8(Zy) = p(x) B(F,). Ist umge-
kehrt B(z) eine holomorph invertierbare Lésung von (X, X', u), so ist

B-1z) 8(z) auf X — X’ holomorph und holomorph invertierbar. Da fiir
aem(X — X' 2g) o [-1Z)B(z)=P-1Z) (@) gilt, existiert W(x):
= p*-1(P-YZ) §(¥)). W(x) ist auf X — X’ holomorph und holomorph inver-
tierbar. Es ist klar, daBl s¥ (z): = f,(x) B (z) in U, meromorph und in U, —
— U; n X" holomorph und holomorph invertierbar ist. Wir suchen nun nach
einer auf X meromorphen und auf X — X’ holomorphen und holomorph
invertierbaren Matrix U (z), fiir welche in jedem U, s¥(x)B(x) holomorph
und holomorph invertierbar ist. Dies ist ersichtlich eine Verallgemeinerung des
sog. Cousin-IT-Problems. In der nimlichen Weise wie dem Cousin-II-Problem
188t sich unserer Fragestellung ein Cozyklus aus H*(X,GL(n,C),) zuordnen.
Die Schnitte in dem assoziierten Hauptbiindel entsprechen — wie im klassi-
schen Fall — den Losungen dieses verallgemeinerten Cousin-II-Problems.
Nach Satz 3 ist aber der definierende Cozyklus trivial, d. h. es gibt eine
Matrix B (x) mit den gewiinschten Eigenschaften. Offensichtlich ist die
Kollektion der s;(x): = sf () B (x), « € U;, ein komplex-analytischer Schnitt
in dem zu &y assoziierten Hauptbiindel.
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2) Der Beweis von 1) 1a8t sich sinngemdfl auch auf 2) {ibertragen.

Corollar: Ist 9J(7) eine holomorph invertierbare Lésung von (X —X’, @,
u), so gilt:

1) ist X nicht kompakt, so entsprechen sich die holomorph invertierbaren
Lésungen von (X, X', 4) und die komplex-analytischen Schnitte in dem zu £y
assoziierten Hauptbiindel in natiirlicher Weise,

2) ist X kompakt, so entsprechen sich die Ldsungen von (X, X', 4) und
die komplex-analytischen Schnitte s(x) in dem zu &y assoziierten Biindel
(X, &g, Pr'y, fiir welche es ein z ¢ X mit @7} (s(x)) € @L(n,C) gibt, in natiir-
licher Weise.

3. Komplex-analytische Faserriume
iiber nicht kompakten Riemannsehen Flichen

Es seien komplex-analytische Faserrdume mit einer nicht kompakten
Riemannschen Fliche X als Basis und einer komplexen Lieschen Gruppe G
als Strukturgruppe betrachtet. Es wird bewiesen, dafi alle derartigen kom-
plex-analytischen Faserrdume komplex-analytisch trivial sind. Dazu ist zu
zeigen:

Satz 3: Ist X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche und G eine komplexe
Liesche Gruppe, so besteht H1 (X, G ) nur aus dem trivialen Element.

Beweis: Ist £ ¢ HY(X,H), so ist zu beweisen, daB in dem zu £ assoziierten
Hauptbiindel ein komplex-analytischer Schnitt existiert. Zuerst wird nach-
gewiesen, dal} ein stetiger Schnitt in diesem Hauptbiindel existiert. Da es
im Hauptbiindel aus Dimensionsgriinden hochstens zwei-dimensionale nicht
triviale Hindernisse gibt, reicht fir die Existenz eines stetigen Schnittes der
Nachweis hin, dafl das zweidimensionale Hindernis verschwindet. Dieses
Hindernis ist aber ein Element aus H2(X, x,(Q)). Weil aber fiir eine nicht
kompakte Riemannsche Fliche X die zweidimensionale ganzzahlige Homo-
logiegruppe H,(X,Z) nur aus dem Nullelement besteht, gilt dies nach dem
universellen Koeffiziententheorem auch fiir H2(X, n;(()). Das zu & asso-
ziierte Hauptbiindel ist somit topologisch trivial. Weil ferner nach H. BEENKE-
K. StEIN [1] jede nicht kompakte Riemannsche Fliche ein holomorph voll-
stindiger Raum ist, kann man nach einem Satz von H. GRAUERT [5] von der
topologischen Trivialitit des vorliegenden Hauptbiindels auf die komplex-
analytische Trivialitdt schlieBen, was gleichbedeutend mit der Aussage von
Satz 3 ist. Da fiir den zitierten Satz von H. GRAUERT noch kein Beweis
verdffentlicht wurde, sei es gestattet, Satz 3 in dem fiir das Riemann-Hilbert-
sche Problem interessierenden Spezialfall G == G L(n,C) noch einmal zu be-
weisen. Hierzu benétigen wir eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes
von Runae. Eine entsprechende Verallgemeinerung der hier benétigten Aus.
sage benutzt H. GRAUERT [6] beim Beweis seines zitierten Satzes. Ist U = (a,,)
eine Matrix tiber dem Korper der komplexen Zahlen, so sei || : = ( 2 la; k{“)"z.

ik

Ist A(x) = (a,,(x)) eine Matrix von auf B X holomorphen Funktionen, so
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sei (A(x)|p:=sup{|U(x)] : « ¢ B}. Es gelten, bekanntlich die folgenden
Rechenregeln :

1) |2+ B = (A + (B,

2) JAB| = A - [B]

3y ist we O, s0 Ja | = o] |2 .

4)ist A+ B+ €=0, 50

(6 6 € 1] 5 oRICIRIEIL (1 g 9] + [B] + ).

Die im folgenden verwendete Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes
lautet:

Ist BC B'C X, B kompakt in B, B’ kompakt in X, B relativ B’ einfach
zusammenhéngend und 2[(x) eine holomorphe Abbildung von B in G@L(n,C),
so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine holomorphe Abbildung 2’ (z) von B’ in GL(n,C)
mit |2 (2) — A(e)] 5 < &

Dies besagt, dafl 2 (z) durch holomorphe Abbildungen von B’ in GL(n,()
im Sinne der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz auf B approximiert
werden kann. Fir n =1 ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus einer
von H. BeanNke-K. STEIN [1] bewiesenen Verallgemeinerung des Rungeschen
Satzes zusammen mit einem weiteren Ergebnis dieser Arbeit, welches besagt,
dafl es auf einer nicht kompakten Riemannschen Fliche stets ein Integral
1. Gattung zu gegebenen Perioden gibt. Aus diesen beiden Sitzen schlieBt
man auch noch: ist x¢ B — B, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine auf B’ holo-
morphe Funktion A(x), deren Divisor auf B’ gleich {«} ist und fiir welche
jh(x) — 1] p< & gilt. Eine derartige Funktion erhilt man wie folgt: man
wihle &, () als eine auf B’ holomorphe Funktion mit dem Divisor {x}, gebe
ein Integral 1. Gattung f(z) auf B', welches auf B dieselben Integralperioden
besitzt wie ein gewisser Zweig von logh, (x) und approximiere die in B holo-
morphe Funktion logh, (z) — f(x) durch eine in B’ holomorphe Funktion A, (z),
so daB |logh, (%) — f(x) — hy(2)|p< n mit &7~ 1 < ¢ gilt; dann leistet h(x):
= exp(logh, (x) — f(x) — hy(z)) das Gewiinschte.

Nun sei U(x) eine holomorphe Abbildung von B in GL(n,C); ist A(x)
= (a;3(x)), so lassen sich nach H. Beunkg-K. STEiN [1] in B’ holomorphe
Funktionen a(}) () so finden, daB mit A(O(x) : = (@ (2)) |A® (z) — A(@)]5 < */5
gilt. Ist ¢ hinreichend klein, so ist jede in B holomorphe Matrix B (z) mit
[B(x) ~ A(x)| <& in B holomorph invertierbar. Der Divisor ®, von
Det A% () auf B’ wird im allgemeinen nicht 0 sein, jedoch keine Primdivi-
soren aus B enthalten. g sei die Gesamtordnung des Divisors von Det 249 ().
Ist der Primdivisor {2} in ®, enthalten und gilt ¢} (2') =0 fir k=1, .. ., n,
so wihle man eine auf B’ meromorphe Funktion m,(x), deren Divisor auf B
gleich — {«'} ist und welche die Bedingung

[my (2) — 1) 5 < W!%’TE)-H;
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erfillt, Dann gilt fir A (2): = (@lY(2)) mit al)(z): = m,(z) aQ(a)
fir k=1,...,n und af)(2): = a{} () sonst
RO — A5 < 5 + 55
Der Divisor ®; von Det A () ist gleich 390" {z'}. In entsprechender Weise
lassen sich alle Primdivisoren von ®, behandeln, welche gemeinsame Null-
stelle wenigstens einer Zeile sind. Durch unvollstindige Induktion gelangt
men somit zu einer in B’ holomorphen Matrix () (z), fiir welche jede Zeile
in B’ den groBten gemeinsamen Teiler 1 hat, fiir die
£ el
IO (@) ~ Al@)|lp <5 + 5,

gilt und fiir welche der Divisor ©,; von Det A (x) auf B’ in ®, enthalten ist

und die Gesamtordnung g — ! besitzt. Sei nun 2'¢®,. Dann gibt es kom-
. n

plexe Zahlen 4, =1, .. ., n,mit 3’1, 0,,(2')=0firk=1,...,n Ist, =0,

i=1
80 setzen wir

1 o \* 1 0
0°1 0 -1
Q((H-l)(x) = A A Ay Aamisy (), oy Agemyey (), 1o An mpsa (2) JAG (CC),
1 0 1 0
0 T, 1 0 - 1

wobei m, , ;(x) eine auf B’ meromorphe Funktion mit dem Divisor {z'} sein
soll, fiir welche

€

29 ||UO @)z - 4] VIAE+ -+ [l?

[lmy 41 (2) — g <
mit/l: Al...;%gg...z.n

gilt. Es ist dann YC+ L (x) auf B’ holomorph und fiir den Divisor ®,,, von
Det A+ D (z) gilt 9,,,=9,— {2'}, und man hat [[AC+D(z) — A(2)||p <

hd -{— S(H_ Y Durch unvollstindige Induktion gelangt man schlieBlich zu

einer Ma,tnx A (x) : = AN (x), welche den gestellten Anforderungen geniigt.

Dem eigentlichen Beweis sei noch ein Hilfssatz vorausgeschickt, der auch
noch beim Beweis von Satz 4 in einer entsprechend abgednderten Form Ver-
wendung findet.

Hilfssatz 1: Es sei X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche, PC X sei
in X kompakt, ferner sei {U,, U,} eine offene Uberdeckung von P, desgleichen
sei {V}, V,} eine offene Uberdeckung von P und ¥V, in U,,1=1,2, relativ kom-
pakt. Dann gibt es eine positive Zahl §, welche nur von der geometrischen
Konstellation abhingt und die Bigenschaft besitzt:
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Ist 2 (x) eine holomorphe Abbildung von U, N U, in GL{n,C) und gilt
{|k(x} — 1]} < §, dann gibt es holomorphe Abbildungen ¢,{(z) von ¥V, i =1, 2,
in GL{n,C} mit ¢,(x) = h(z) gy{x) fiir e Vi V,.

Ein analoges Lemma wurde bereits von H. Cartax [4] angegeben; die dort
vorliegende Beweisidee fithrt auch hier zum Ziel, da man hier stets nach
H. Beaxke-K. Steiv [1] bzw. H. Roasr [22] bzw. H. Tierz [26] ein Ele-
mentardifferential 1. Ordnung in zwei Verdnderlichen angeben kann, welches
in (VU V)X (VyuV,) als Divisor die analytische Menge {(z,z)} besitzt.
Auf einen ausfiihrlichen Beweis sei hier verzichtet, da der Beweis aus dem
spater fiir Hilfssatz 2 gegebenen Beweis durch die angegebene Modifikation
hervorgeht. Mit Hilfssatz 1 zeigen wir jetzt, dafl die Beschrinkung des zu &
assoziierten Hauptbiindels auf eine in X relativ kompakte Teilmenge P stets
einen komplex-analytischen Schnitt zulifit. Zu diesem Zweck denken wir uns
einen Atlas der Faserstruktur des Hauptbiindels gegeben; die Kartentridger
dieses Atlas sind offene Mengen U, x G@L(n,C). Wir denken uns eine so
feine Triangulierung von P gegeben, dafl jedes Simplex in wenigstens einem
U, liegt. Die hierbei auftretenden endlich vielen 2-Simplexe seien durch-
numeriert. Hat man bereits einen komplex-analytischen Schnitt iber

k
der Vereinigung U 8, der ersten k 2-Simplexe, so kann man eine hinreichend
xn=1

kleine offene Umgebung U dieser Vereinigung als Kartentriger in einem
neuen Atlas der Faserstruktur des Hauptbiindels erhalten. Ist U’ eine hin-
reichend kleine Umgebung eines 2-Simplexes 8, ., von P, so gehért zu un-
serem Atlas eine Kartentransformation h(x), welche U n U’ holomorph in
G L{n,C) abbildet. Da bei geeigneter Wahl von U’ und passender Nume-
rierung der 2-Simplexe?) U’ relativ zu einer geeigneten Umgebung von U v U’
einfach zusammenhéngend ist, kann man nach dem Rungeschen Approxi-
mationssatz eine holomorphe Abbildung k,(x) von Uy U’ in GL(n,C) so
finden, dafl fiir in U bzw. U’ relativ kompakte offene Mengen V bzw. V',
welche die bereits behandelte Vereinigung von Simplexen bzw. das neu hinzu-
genommene Simplex iiberdecken,

(A1 () By(®) — 1 pay < &

gilt. Dann kann man aber auf k() : = h;{(z) hy{z) Hilfssatz 1 anwenden und
E+1
erhilt damit einen komplex-analytischen Schnitt im Hauptbiindel diber U S,.
x=1
Nach endlich vielen Schritten hat man also einen komplex-analytischen
Sechnitt iiber P gewonnen. Dieses Ergebnis wenden wir nun auf eine Folge
P,)) von in X enthaltenen Mengen mit den Eigenschaften
1) P, ist relativ kompakt in P, ., n= 1,2, ... gelegen,
2} zu jeder in X relativ kompakten Menge B gibt es ein » mit BC P,.
3) P, ist relativ P, ,, einfach zusammenhéingend ﬁ'ir n=1,2,.

%) Man hat dabei die 2-Simplexeso durchzunumerieren, da U S, mit Sy, k=1,2,.

=1
niemals 3 1-Simploxe gemeinsam hat; auf die Moglichkeit emer solchen Numenerung
wird in [1a] hingewiesen.
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an. Die Existénz derartiger ,, Ausschopfungsfolgen‘ist bekannt (vgl. H. BEHNKE-
K. StEin [1]). Es sei also s,(x) ein komplex-analytischer Schnitt iiber P,
in dem zu & assoziierten Hauptbiindel. Da fir 2 c U, U; N P,

{‘Pz?a} (8”(27))} -1 (pz z (8n+1 )) = {?7{% (&n(m))} t ‘Py X (Sn +1(x))
gilt — {---}~! ist als Inversenbildung in G L(n,C) zu interpretieren —, de-
finiert die Kollektion der {g;2(s,(#)} 1 @i }(s,+1(®)) eine holomorphe Ab-
bildung f, (z) von P, in G L{n,C}. Weil aber P, relativ P, ,, einfach zusammen-

hingt, kann man nach dem Rungeschen Approximationssatz holomorphe
Abbildungen A, (z) von P, in GL(n,C) mit k,(2) = 1 ¢ GL(n,C) so finden, daBl

Hz): —H(h H(@) fn (@) By 11 (2))

im Sinne der kompakten Konvergenz auf X konvergiert. Also ist f(z) eine
holomorphe Abbildung von X in GL(n,C). Setzt man schlieSlich auf P,

HnJrl(x) L= hn+1(x) é(hfri m(x) fre+m(x) hn+7n+1(x)> 3

so ist die Definition
2:(x) 1 = @i s, () - H, () for x ¢ U;,n P,

konsistent, und man hat in der Kollektion dieser 4;(z) einen komplex-analyti-
schen Schnitt im Hauptbiindel gefunden.

4. Komplex-analytische Fagerrdume mit einer kompakten Riemannschen Fliiche
als Basis, G L (n, C) als Strukturgruppe und P" als Faser

Bei der Untersuchung komplex-analytischer Vektorraumbiindel (X, &, C®)
ist es verniinftig, die Cohomologiemoduln H?(X, 2(X, &, C7)) zu betrachten;
dabei werde wie iiblich unter 2(X, &, C*) die Garbe der lokalen komplex-
analytischen Schnitte in (X, &, C®) verstanden. Tritt jedoch an die Stelle
von C* der komplex-projektive Raum Pr als Faser, so ersetzt man zweck-

miBigerweise 2(X, £, C*) durch eine Garbe !j(X , & P, die wie folgt erklirt
wird. Im P* wird in bestitnmter Weise der C* ausgezeichnet. Sind z;, .. ., 2,
die Koordinaten im C%, so kann man 2y, 2, . . ., 2, mit z52z,=2z,, v=1,...,n
als Koordinaten im P~ betrachten. Ist dann A ¢ GL(n, (), so entspncht A

die durch ( ----- ) charakterisierte Abbildung des P». Ist nun ein komplex-

analytischer Schnitt g(x) iber U C X im Faserraum (X, §, P*) gegeben, so
kann man die Darstellungen von s(x) in lokalen Koordinaten anschreiben;
dabei erhilt man in U, die 2, als holomorphe Funktionen. Wir setzen dann
8;(x) : =(25(), . . ., 2,(x)). Besitzt s(x) in einer Koordinatendarstellung die
Eigenschaft, dafl z;{x) nicht identisch verschwindet, so liegt diese Eigenschaft
in jeder Koordinatendarstellung vor. Ein Schnitt von dieser Art sei als nicht
entartet bezeichnet. Man iiberlegt sich leicht, dafl die Menge der nicht ent-
artetenn Schnitte iiber U in natiirlicher Weise mit der Struktur eines K (X)-
Moduls versehen ist, falls unter K (X) der Korper der auf X meromorphen
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Funktionen verstanden wird. .é(X , &, Pn) sei die Garbe der lokalen komplex-
analytischen nicht entarteten Schnitte. Das Ziel dieses Paragraphen ist der
folgende

Satz 4: Ist X eine kompalkie Riemannsche Fliche, K{(X) der Kérper der auf X
meromorphen Funktionen und & ¢ H'(X, G L(n,C),), so gilt

K (X) — dimH*(X,Q(X, & P)) =n.

Beweis: A) Es seien s, .., sV ¢ HY(X, 2(X, & P")). Nun soll der Rang
dieser [ Schnitte erklirt werden. Dazu wéhle man ein U, aus und gebe dort
die Koordinatendarstellungen s (z) = (zy® (%), . . ., 2,® (x)), A=1, ..., 1, der
vorliegenden Schnitte an. Unter dem Rang der Schnitte s, . . ., s¥ in U, sei
dann der Rang der Matrix

z; (833 (ib) Z;‘I) (GE}

%0@) " D)
20 () 20 ()
Z0(x) 7 20 (x)

in U; verstanden. Wie man leicht nachrechnet, ist der Rang unabhingig von
der Wahl von U, weshalb man vom Rang der Schnitte s®, . . ., (9 schlechthin
sprechen kann. Nach einiger Zwischenrechnung findet man: s®, . . ., s(® sind
genaun dann linear abhéingig iiber K (X), wenn der Rang der Schnitte stb, . . ., st9
kleiner als I ist. Daraus ergibt sich aber unmittelbar, daB die Dimension
von H(X, Q(X , & Pm)) hochstens n ist. Um nachzuweisen, dafl die Dimension
gleich # ist, ziehen wir einen Satz von 8. Naxawo [16] heran, der eine Aussage
tiber komplex-analytische Vektorraumbiindel mit einer algebraischen Mannig-
faltigkeit als Basis macht. Da X als algebraische Mannigfaltigkeit im P3 auf-
gefafit werden kann, darf man S. Naranos Theorem 4 anwenden. Aus ihm
schlieBt man: ist n ¢ HY(X, GL(1,0),) geeignet gewdhlt, so existieren in
HY(X, .é(X, 7 ® &, P*)) n Schnitte #V, . . . #™), deren Rang = ist, welche also
dber K(X) linear unabhéngig sind. Da aber fir jedes [ ¢ HY(X,GL(1,0),)
die Dimension von H%(X, ﬁ{X , & P} positiv ist — dies folgt z.B. aus
einem Satz von K. Kopamra und D. C. Spencer {13] —, gibt es einen
vom Nullschnitt verschiedenen Schnitt ¢ ¢ HO(X, .@.(X, 71, P')). Wegen
t@th,. .t @t cH(X, !j(X , & Pn)) hat man nunmehr Schnitte gewonnen,
die im gewiinschten Cohomologiemodul liegen und iiber K (X) linear un-
abhingig sind, weil ¢ nicht der Nullschnitt ist.

B) Der hier angegebene Beweis verwendet starke Hilfsmittel aus der
algebraischen Geometrie. Diese lassen sich umgehen, falls man den Spezial-
fall X == P! im Auge hat. Es sei gestattet, fiir X = P! einen verhiltnismiBig
elementaren Beweis anzugeben.

Dem eigentlichen Beweis schicken wir voraus

Hilfssatz 2: Es sei z,¢ P, {U,,U,} eine offene Uberdeckung von P! mit
U, C P {=,}, ferner sei {¥,, V,} eine offene Uberdeckung von P! und V, relativ
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kompakt in U;, 1 =1, 2. Dann gibt es eine positive Zahl 4, welche nur von
der geometrischen Konstellation abhingt und die Eigenschaft besitzt:

Ist f(z) eine holomorphe Abbildung von U; N U, in GL(n, C) und gilt

|f{z) — 1| < 4, dann gibt es holomorphe Abbildungeng,(z)von V,,i=1,2,

in @L (n,0) mit g, (2) = {() gy (2).

Beweis des Hilfssatzes: Es kann angenommen werden, dafi U, durch #{x)
mit ¢{z;) = 0 konform auf den Einheitskreis abgebildet ist. Ferner kann noch
verlangt werden, daB die Rénder der U, und V, glatte Kurven sind. Nun
withlen wir eine positive Zahl ¢ mit

a < Min [Dist ({¢ : || < 1}, {{Rd V,)), Dist(¢(Rd Uy), t(RA V)],
wobei Dist(x,y) die euklidische Distanz von «, y ¢ C sein moge. Unter V, ,,
i=1,2, k=1,2,..., verstehen wir dann diejenigen Gebiete auf X, fir
welche t{RdV, ,) eine Parallelkurve zu t(Rd U,) im Abstand o — 2% ¢ ist
und die relativ kompakt in U, liegen. Wir wihlen weiter z,¢ X — U,. Ist
dF, (x,2) ein Elementardifferential 1. Ordnung und zweier Verinderlicher wie
in [22] oder bei H. Timrz [26], dessen Charakterisierungsdivisoren nur den
Primdivisor {x,} enthalten, so gibt es, wie man leicht einsieht, eine Zahl K mit

[ dF, (z,z)| = 2”K
Rd V%

.

o K
undallek=1,2,.... Es wird behauptet, dal 6 : -~M1n(2 5 (1 + K) 2e_ Tz")
die Aussage des Hilfssatzes sicherstellt. Um dies zu beweisen, setzen wir
fo() : = f(x) fiir & € V; o\ Vy . Ist bereits f(z) als holomorphe Abbildung
von V; NV, , in GL(n,C) definiert und |f, (%) — 1]y, v, <1, dann
werde in Vl,kf\ V2 x

2201 fir we Vi 4

2 fir zeVy.0

() :=— Z (/k(w) Ly

h,,,c(x):zz}ti th(z)dﬁ’xl(z,w)

Rd V1,

1
hay1(2) = g M[ hy() dF,, (2, 2)
Vs,

&
gesetzt. Damit wird Ay (@) + Ay (%) + Ay ,(x) =0, und es geiten die Ab-
schétzungen

8
Bhk(x)g VN ¥ox = &F

K 8 K &
ﬁhl,k(x) - IR Vire+1 0 Vo 221 é 7 ’ ‘2—; ’ {ikﬁ.k - Iﬁ Vie+1N Vo k1 = —;‘ : Ek_ ¥

wie man nach einiger Zwischenrechnung findet. Endlich definiert man noch

fasr(m): = eXP(hz,x(‘v)) * fr (%) - exp(hg, i (2)) fiir 2 €V 44q Vo, k41
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und gewinnt die Beziehung

8
[fe+a(m)—1] Vies: O Varig = EL

Da

f(z)=exp(—hy, (@) . ..exp (—hy, (%)) fr+1(2) - €XP(~hy, () . . . €XD (—Pg, ()
fiir © € V; NV, gilt und dort die Folge der f, (x) gleichm&Big gegen 1 konvergiert
und wegen der obigen Abschiétzung auch noch die Produkte H exp(—hy, ()

gleichméBig in ¥V, konvergieren, ist der Beweis des Hllfssatzes erbracht. —
Dieser Beweis ist, wie bereits frither erwihnt, einem Beweis von H. Car-
TAN [4] nachgebildet.

Nun zum Beweis von Satz 4 fiir den Fall X = P, Wir geben uns als
Uberdeckung von X ein System U, CX — {z;}, U, von offenen Mengen vor.
U, U, sei vom Typ des Kreisringes. Nach Satz 3 ist die Beschriinkung des
Cozyklus & auf U; wie auf U, der triviale Cozyklus. Damit 18t sich (X, &, Pn)
durch eine holomorphe Abbildung g(z) von U, "\ U, in GL(n,0) definieren.
Der Satz wird also bewiesen sein, wenn man eine offene Uberdeckung {V,, ¥,}
von X mit V,CU,, i =1, 2, und nicht singuliire, in V, meromorphe Matrizen
my(x) mit m, (x) == g(x) my(x), 2 ¢ V" V,, angegeben hat. Erfillt ¢g(x) die
Voraussetzungen von Hilfssatz 2, so ist man bereits fertig. Andernfalls gebe
man sich zwei offene, in U, relativ kompakte Teilmengen W, ¢ =1, 2 mit
Wi Wy= X vor, in denen jeweils V, relativ kompakt liegt. Weiter kann
man eine Matrix m(x) so finden, dal g—1(x) — m(x) in W; "\ W, meromorph

& . ”
< m ist. Wahlt

man ¢ hinreichend klein, so ist f(z): = g(z) (g(x)~*~ m(x)) eine holomorphe
Abbildung von Wy~ W,, welche die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfills.
Alsdann hat man in m,(x): = g, (%), my(x) : = (g(2)~1— m(z)) g, (x) Matrizen
der gewiinschten Art gefunden.

Corollar (Heftungslemma): Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche,
{U,, Uy} eine offene Uberdeckung von X und % (x) eine holomorphe Abbildung
von Uy Uy in GL(n,0C), so gibt es auf U, meromorphe und nichtsingulire
Matrizen m, (%), i = 1, 2, fiir welche in U; N\ U,

my () = my(x) h()

und meromorph invertierbar und |m(2)|w, ~w,

gilt.

Wie man sich leicht iiberlegt, ist dieses Corollar nur eine andere Formu-
lierung von Satz 4.

Die Sitze 1—4, zusammen mib den ersten Bemerkungen des Beweises
von Satz 4, ergeben

Theorem ¥: Ist X eine Riemannsche Fliche, X’ C X eine Teilmenge von X
ohne Hiufungspunkte auf X und p ein Homomorphismus von m (X — X', x)
in GL(n,C), so gibt es stets eine auf X — X' meromorphe und nichtsingulire
Matriz B(x), welche iber X' nur Stellen der Bestimmtheit besitzt und fiir jedes

Math, Ann, 183 2
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o € my{X — X', x;) der Bedingung

@ P(Fg) = p () B(2)
geniigt.

5. Die Abhiingigkeit der Losungen von den Verzweigungspunkten

Im folgendeu soll untersucht werden, in welcher Weise die Verzweigungs-
punkte in die nach Theorem I existierenden Matrizen QJ(z) eingehen. Als
erstes moge diese Fragestellung priizisiert werden. Wir denken uns hjerzu
ein System {xi,..., 2} CX' von endlich vielen Verzweigungspunkten ge-
geben. Jedem x,x =1, ..., k, ordnen wir eine offene Umgebung U}, von z,
auf X zu. U, soll der ,,Variabilititsbereich* fiir z, werden, soweit dies iiber-
haupt sinnvoll ist; die Monodromie g soll jedoch ,,unabhingig’* von der Wahl
von z,¢ U, sein. Falls zwei Verzweigungspunkte zusammenfallen, wird man
mit gewissen ,,Entartungen‘‘ rechnen miissen. Deshalb wollen wir uns darauf
beschrinken, die Verzweigungspunkte jeweils nur so variieren zu lassen, daB
keine zwei von ihnen zusammenfallen. Zu diesem Zwecke verlangen wir,
dafl stets U, (X'— {x}, ..., 2;}) leer ist. Dartiber hinaus kommen fiir die
Betrachtung nur und genau die k-tupel aus U} x + + - X U}, — 4 in Frage, wenn
mit A die Menge derjenigen k-tupel aus U} X - - - X U}, bezeichnet wird, fiir
welche wenigstens zwei Komponenten iibereinstimmen. Setzen wir nun fir
(zF, ..., 29)eUix---xU;- 4

:'tr,...,a:: :=(X’_ {x’IJ re x;c}) J {x’lk’ . 7‘%%‘}
und ist der Punkt zy in X — (X' v Uy - -+ v U} gewihlt, so gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus Lo, ..., zp VYOI (X — X;”T"--’”‘;’!" z,) auf 7 (X —
— X', 2y). Ferner werde fiir X x (Uy X -+ X U — 4) kiirzer Xy und fiir
(X'—{z), .. s 2 ) X (U X+ X Uy — Ayu A’ entsprechend X, mit A’:
k
=U{U {(«F of, .., af): (aF ..., of) €Uy x---x Up— A}} geschrieben.
n=1
Nun ordnen wir jedem (af,...,xf)c¢UjX...x U, — A das Problem
(X, X;‘i"“'" aps bak,... 2% O #) zu und fragen nach nicht singuliren, auf dem uni-

versellen Uberlagerungsraum m von Xy — X4, meromorphen Matrizen J,
welche die folgende Eigenschaft besitzen:
Ist yx die natiirliche Abbildung von X, — X3y auf Ujx---x U; — 4,

y die natiirliche Projektion von X, — X3 auf X, — X3, und fir
(@, .., 2 elUix...xU— 4

Pat,... zp die natiirliche Projektion von mi‘“w“: auf eine geeignete
zusammenhingende Komponente Z“’x"""’ zx VoI (xow)yt(zf, ... zf), =0
gilt fiir die Beschrinkung ?}|Zx§,“__,x: von § auf Zz{,---. ok

Fir jedes (2, ..., 2f) €Uy X+ X Uy — 4 ist ‘P:f,x;‘* (%lzx{',,x’?) eine
Lésung von (X, ‘X;f,...,z:: bay,... 28 O #).
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Dies eben formulierte Problem werde mit (X, X', U, x) bezeichnet. Ent.
sprechend wie frither heillt eine Losung P von (X, X', U, x) holomorph, wenn
die Matrix §J holomorph invertierbar ist.

Der natiirliche Homomorphismus von m(X — X', zy) In 7 {Xy~ X4,

(wg, @1, . . ., %)) sel mit § bezeichnet. Offensichtlich ist notwendig fir die
Losbarkeit von (X, X', U, u)

(4) i7H0) C p71(0).

Am einfachsten liegen die Verhiltnisse, falls j-1(0) = 0 gilt. Das letztere ist
gleichbedeutend damit, daB fir alle (af, ..., o}) ¢ Uy x - - - X U} — 4 eine —

und damit jede — zusammenhéngende Komponente von (y o y)~1(xy,...,z¥)
in natiirlicher Weise universelle Uberlagerung von X — X, - ist. 7-1(0)=0

findet statt, wenn die U, x =1, ..., k, einfach zusammenhingend und paar-
weise fremd sind: dann ist X, — X{ homdomorph zu (X — X"y x Ui x - - - X U};
in diesem Falle ist j sogar ein Isomorphismus auf s, (X3 — X3, (%, 27, . . ., 23)).

Es soll jetzt (X, X', U, ) nur noch fiir den eben angegebenen Fall behandelt
werden. Wie beim Riemann-Hilbertschen Problem spalten wir (X, X', U, ,u)

in zwei Teilfragen auf. Zuerst suchen wir eine nichtsinguldre, auf Xu X5
meromorphe Matrix §J, welche die Eigenschaft besitzt:

) fiir jedes (f, ..., af) € Uy x - - - X Up ist B Zes,..., o

eine Losung von (X — X;;,”_,x:, P, La¥,...,z% O u.

In einem weiteren Schritt werden die evtl. vorhandenen Stellen der Unbe-
stimmtheit zu Stellen der Bestimmtheit gemacht.

Wie man sofort sieht, ist die Konstruktion des Cozyklus £, ¢ H* (X, G L(n,C),)
unabhéngig davon, daB die Basis X eine Riemannsche Fliche ist. Die an-
gegebene Konstruktion 1a8t sich genau wie frither fir komplexe Mannig-
faltigkeiten durchfithren. Somit konnen wir mit den obigen Bezeichnungen
den Cozyklus &,4;-:€ H(Xy— Xy, GL(n,C),) als definiert ansehen. Da

— Xy zu (X ~ X') X Uy X - - - X U, homomorph ist, kann £,,;-1zu einer
offenen Uberdeckung von X, — X}, gewihlt werden, deren Elemente einfach
zusammenhéngend und deren paarweise Durchschnitte ebenfalls einfach zu-
sammenhéngend und zusammenhingend sind. Damit 148t sich aber der Be-
weis von Satz 1 iibertragen. So gelangt man zu

————— e}

Satz b: Notwendig und hinreichend fiir die Ewxistenz einer auf Xy — X3

holomorphen wnd holomorph invertierbaren Matriz § mit der Eigenschaft (5)
ist die Trivialitit des Cozyklus £,4;-: .

Ist nun eine auf m holomorphe und holomorph invertierbare Ma-
trix 9, welche (5) geniigt, gefunden, so suchen wir wieder nach dem frither
angegebenen Verfahren den Cozyklus &g ¢ H*(Xy, G L(n,C),,) zu konstruieren,
Hierzu ist der Begriff der Stelle der Bestimmtheit ebenso zu formulieren wie
in 1., wobei jedoch anstelle der lokalen Uniformisierenden #(x) hier eine in
einer vollen Umgebung U des betreffenden Punktes holomorphe Funktion zu

2‘
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wihlen ist, deren genaues Nullstellengebilde in U mit Xj; n U zusammen-

fallt. Um &g wirklich zu konstruieren, miissen wir von einer geeigneten offenen

Uberdeckung von Xy, ausgehen: dazu wihlen wir eine offene Uberdeckung von

Xy — X4 und nehmen zu ihr die Mengen U, x U{ X -+ X U, %x=1,2,...,

hinzu, wobei die U,,x=1,2,..., offene, zusammenhiingende und einfach

zusammenhingende Koordinatenumgebungen mit X' C U Uy sind. Fiir die so
E

gegebene offene Uberdeckung von X, lassen sich wie in 2. die g,; konstruieren,
wobei man die frither verwendeten lokalen Uniformisierenden ¢, (x) durch eine
in U, x Uy X -+ + X U, holomorphe Funktion zu ersetzen hat, deren genaues
Nullstellengebilde in U, X Ujx--+x U} mit Xy (U, x Ui x---xU})
ibereinstimmt. Man zeigt dann leicht, dal die g, holomorphe Abbildungen
in GL(n,C) darstellen und somit einen Cozyklus £y ¢ HY(X,, G L(n,0),) de-
finieren. Wie vordem beweist man nun

Satz 6: Ist P wie in Satz 5 bestimmit, so gilt:

1) ist X nicht kompakt, so ist fiir die Existenz einer holomorphen Lésung
von (X, X", U, u) notwendig und hinreichend, dap der Cozyklus &q trivial ist;

2) ist X kompakt, so ist fiir die Existenz einer Losung von (X, X', U, u)
notwendig und hinreichend, daf das zu &y assoziterte Biindel (Xy, &y, P™)
einen komplex-analytischen Schnitt s(u) zuldft, fir welchen der Trdger des
Divisors wvon s(u) keine der analytischen Mengen X X &} X ---X xf,
(2F, ..., af) e Uy x -+ - x Uy, enthiilt.

Dabei werden sinngeméf unter dem Triiger des Divisors von s(u) dieMengen
aller @ ¢ Xy, mit @71 (s(w)) ¢ GL(n,C) verstanden.

Weiter bestitigt man noch leicht, dafl das Corollar zu Satz 2 auch jetzt
noch seine Giiltigkeit behilt, wenn nur X nicht kompakt ist.

Im Hinblick auf Satz 5 und 6 wird von Interesse

Satz 7: Ist X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche und G eine komplexe
Liesche Gruppe, so besteht H (X, G,) nur aus dem trivialen Element. Ist Y
eine beliebige Riemannsche Fliche und Y’ eine Teilmenge von Y, welche auf ¥
keinen Hiufungspunkt besitzt, so besteht H(Yy — Yy, G,) nur aus dem tri-
vialen Element.

Beweis: In den angegebenen Fillen ist Xy bzw. Yy —¥4 homdomorph
dem Produkt aus einer nicht kompakten Riemannschen Fliche und dem
Produkt U} x - - - X Uj;. Da die ganzzahligen Homologiegruppen der Faktoren
siimtlich torsionsfrei sind, gilt dies nach einem bekannten Satz auch fiir Xy
und ¥3— Y4. Die ganzzahligen Homologiegruppen dieser Réume lassen sich
also vollstindig durch ihre Betti-Zablen charakterisieren. Somit errechnet
man nach der Kiinnethschen Formel leicht

H,(Xy)=H,(Yy— Yy)=0 fir ¢> 1.

Damit 1iBt sich aber der erste Beweis von Satz 3 iibertragen. Es sei darauf
hingewiesen, daf3 auch die zweite Beweismethode von Satz 3 hier zum Ziele
fithrt, falls man als Liesche Gruppe G wie friiher die Gruppe G'L (n, C) zugrunde

legt.
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Mit Satz 7 ist also bereits bewiesen, daB fiir nicht kompakte Riemannsche
Flichen X das Problem (X, X', U, u) stets holomorph gelost werden kann.
Das besagt, dafl man in diesem Fall die Abhéingigkeit der Losungen des
Riemann-Hilbertschen Problems von den Verzweigungspunkten im kleinen
als holomorph voraussetzen kann.

AbschlieSend bendtigt man also noch:

Satz 8: Es seien X etne kompakte R1EMANNsche Fliche und Uy, .. ., Uy zu-
sammenhdngende, einfach zusammenhdngende und paarweise fremde Teilgebiete
von X. Ist dann £ H(X X Uy X+ X U, GL(n,C),), s0 besitzt das zu &
assoziterte Faserbiindel (X x Uy x -+ X Uy, & Pr’) einen komplex analyti-
schen Schnitt s, fiir welchen der Trdger des Divisors von 8 keine der analytischen
Mengen X X {x} X+« - X {2} mit (a, ..., x,) € Uy X -+ X Uy, enthilt.

Beweis: Hat X das Geschlecht 0, so 1dBt sich die Beweisidee B) von Satz 4
auch hier anwenden; die friiher angestellten Betrachtungen fithren dann zu
Satz 8. Die Details seien dem Leser tiberlassen. Im allgemeinen Fall kann
man wie folgt vorgehen (vgl. S. Nagawo [16]). Wir bezeichnen der Kiirze
halber U] X - - - X Uy mit U. & definiert dann ein komplex analytisches Vektor-
raumbiindel (X X U, & C?). Nun sei z, ¢ X. Dann ist B:= {x,} X U eine
irreduzible, rein k-dimensionale analytische Menge in X x U. Der zu B ge-
hérende Divisor bestimmt in natiirlicher Weise ein Element f¢H'(X x U,
GL(1,C),). Dann gilt:

0->2(X X U, f10EC) > QX X U, & 073 Q({x,3 X U, £|{z,} x U,C7)~0

ist eine exakte Folge von Garben; dabei ist ¢ die Injektion und g die Beschréin-
kungsabbildung, & | {z,} X U die Beschrinkung von & auf {z,} x U. Also ist
auch die Folge

HO (X x U, & Om) > HOQ({z,} x U, E({@y} X U, C") >
> HY(Q(X x U, B1e£, )

exakt. Ist & so gewihlt, da H'(2(X x U, f~1@§&, C")=0 gilt, dann ist
¢t ein Epimorphismus. Das Faserbiindel ({z,} X U, & | {z,} X U, C7) ist nach
Satz'7 bzw. H. GRAUERT [5] komplex analytisch trivial. Ist J (U) der Integritiits-
ring der auf U holomorphen Funktionen, soist Ho(2 ({x,} X U, &|{z,} X U,C")
in natiirlicher Weise mit der Struktur eines J(U)-Moduls versehen und die
Elemente (d;,,...,8;,),j=1,...,n, bilden eine J(U)-Basis von HO(2({x,} x U,
& | {zy} X U, C"). Somit gibt es n Elemente aus H(Q(X x U,&,0")), deren
Rang fiir (uy, ..., u,) € U gleich n ist.

Wie man nach einiger Rechnung findet, gilt mit ¢ als der natiirlichen
Projektion von X x U auf U und dem bereits in 4. verwendeten Cozyklus 7

HY(QX XU, 10 ¢*(n) ® £,C7) =0.

Der weitere Beweis verliuft dann ebenso wie in 4.

Damit erhalten wir schlieBlich

Theorem II: Sind Uy, .. ., Uy C X paarweise fremde, zusammenhingende und
einfach zusammenhingende offene Umgebungen von i, . . ., xy, {&',..., 2} C X',
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20 ist das Problem (X, X', U, u) stets loshar. Ist X nicht kompakt, so gibt es
holomorphe Losungen von (X, X', U, p).

Damit ist gezeigt, dafl die Losungen des Riemann.Hilbertschen Problems
von den Verzweigungspunkten analytisch abhiingen.

6. Die Abhiingigkeit der Losungen von der Monodromie u

Die im letzten Abschnitt bereitgestellten Mittel gestatten, auch die Ab-
hingigkeit der Losungen des Riemann-Hilbertschen Problems von der Mono-
dromie zu untersuchen. Wenn man von der Abhéngigkeit von der Monodromie
spricht, wird man folgendes im Auge haben. Man gibt sich X und X' fest vor.
p ist eindeutig bestimmt durch seine Werte auf einem kanonischen Erzeu-
gendensystem von 7, (X — X', x,). Nun éndert man die Werte von u auf
endlich vielen Elementen des gewihlten kanonischen Erzeugendensystems ab
und "fragt, wie sich dabei die gegebene Losung des Riemann-Hilbertschen
Problems éndert. Wir verallgemeinern und prizisieren nun die Fragestellung.
Es seien «y, . . ., &, . . . die Elemente eines kanonischen Erzeugendensystems
von m (X — X', ). Uy, ..., U, seien offene Teilmengen von G L (n,C), wobei
G L(n,C) mit der natiirlichen komplexen Struktur versehen sei. Es soll dann
ul) in U, %=1, ..., k, variieren. Dazu treffen wir vorderhand die Vor-
aussetzung, daB «,, ..., o, nicht ein volles kanonisches Erzeugendensystem
von g, (X — X', ;) bilden. UmfaBt das Erzeugendensystem unendlich viele
Elemente, so denken wir uns u (o, .q),... fest gegeben; andernfalls sei & so
gewihlt, daB o, ..., a;,, das Erzeugendensystem ist. Im ersten Falle ist es
unmittelbar klar, daB es zu jeder Wahl von u(w,) €U, x=1,.. .k, einen
Homomorphismus von 7, (X — X', xy) in QL (n,C) gibt, der auf den «, die
gegebenen Werte u(e,) annimmt; im zweiten Falle existiert ein derartiger
Homomorphismus jedenfalls, wenn a«; ., X — X’ zerlegt und p(«; ,) geeignet
gewiihlt wird, was auBerdem noch vorausgesetzt sei. Der hierdurch definierte
Homomorphismus werde mit u,, ., bezeichnet.

Wir bilden nun ¥ : =(X — X') X U; X+ + - X U, und fragen nach einer auf
dem universellen Uberlagerungsraum Y von ¥ meromorphen und nicht sin-
guliren Matrix 9§ mit der folgenden Eigenschaft:

Ist y die natiirliche Abbildung von Y auf U, x - - - X U,, y die natiirliche

Projektion von ¥ auf ¥ und fiir plo) €U, n=1,..,k @, .. 4 die natiir-

liche Projektion von X — X’ auf eine geeignete zusammenhingende Kom-

ponente Z,,.) . o VOR (%0 9)~1(u(ay), . . ., (o)), so gilt fir die Be-
schriinkung B | Zua,).... o) o0 B 80 Zy)y . wian

fiir jedes (p(ay), .. ., u(og)) € Uy X -+ - X Uy ist

(p:), erny c:k(?} I Z/A(au), vy ,u(au,))

eine Losung von (X, X', py, . o)

Dieses Existenzproblem werde mit (X, X', 4, U) bezeichnet. Wie friiher
sprechen wir auch hier von holomorphen Lésungen, falls 9§ holomorph und
holomorph invertierbar ist.
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Es gilt das folgende

Theorem IXa: Enthdlt das kanonische Erzeugendensystem von m (X —X', x,)
unendlich viele Elemente oder zerlegt o, X — X', so ist (X, X', u, W) stets losbar,
wenn wur Uy, . . ., U, einfach zusammenhingende, in G L{n,C) enthaltene Holo-
morphiegebiete von Homologietypus der Zelle sind. Ist X nicht kompakt, so gibt
es holomorphe Losungen von (X, X', u, W),

Die zum Beweis von Theorem IIla erforderlichen Details, welche dhnlich
wie beim Beweis von Theorem II durchzufithren sind, seien dem Leser iiber-
lassen. Es moge nur darauf hingewiesen werden, daBl fiir diesen Beweis die
Cozyklen &, bzw. £y genauso wie in 2. definiert werden. Als die zur Definition
erforderlichen Uberdeckungen von (X — X)X U;X:++x U, bzw. X X
X Uy x+-+xX U, wihle man {V,;x Uy X « - - X Up};cy, falls {¥V };c; eine der bei
der Konstruktion von £, baw. & verwendete Uberdeckung ist. Die in der
Definition von &y auftretenden Matrizen log u({K; D, K;'y) kénnen als in
U, »+ -+ x U, holomorphe Matrizen gewihlt werden, da die U, einfach zu-
sammenhéngend sind.

Es bleiben also noch die beiden folgenden Fille offen:

1) oy, . . ., a; bilden ein kanonisches Erzeugendensystem von m, (X — X', z,)

2) @y, ..., 04, bilden ein kanonisches Erzeugendensystem von s, (X — X',
zo) und o, zerlegt, X — X’ nicht.

Es ist klar, dafl in beiden Fillen nicht zu jeder Vorgabe p(xy), . . ., (o) €
€GL(n,C) ein Homomorphismus u, . , von 7 (X — X', 2} in GL(n,C)
gehort, welcher auf den a,,%2=1,...,k die gegebenen Werte annimmt.
Notwendig und hinreichend fiir die Existenz ist das Erfiilltsein der bekannten
Riemannschen Relation:

oy, . . ., & Seien genau die X — X' zerlegenden Elemente des kanonischen
Erzeugendensystems; dann lautet im . Fall die Riemannsche Relation
kE-h

h 2
(6) I p(x,) HI (H(“h+2y—1) POy gy) (0 1 gy—1) Pty s g,)) =1,
y=

w1
falls o490, und oy 4q,, y=1,.. .,ﬁ—g—& , jeweils sog. ,,Riickkehrschnittpaare

sind, und im 2. Falle entsprechend.

Der 2. Fall 148t sich dem 1. subsumieren, weshalb nur noch auf den
ersteren eingegangen wird. Die fiir spezielle U, .. ., U, durch Theorem Iila
erledigte Fragestellung wird man hier wie folgt formulieren:

Es sei U ein komplexer Raum (er tritt an die Stelle von U, x -+ X U,
in Theorem IITa) und g(aj), .. ., u(o,) holomorphe Abbildungen von U in
GL(n,C), welche fiir jedes u ¢ U die Riemannsche Relation (8) erfiillen und
somit zu einem (eindeutig bestimmten) Homomorphismus u,, von s, (X —~ X', z,)
in GL(n,C) AnlaB geben; existiert dann auf dem universellen Uberlagerungs-
raum Y von Y:={X — X'y x U eine meromorphe und nicht singulire
Matrix QJ, welche — mit den analog wie oben erklirten Bezeichnungen —
die Eigenschaft besitzt:

Fiir jedes u ¢ U ist ¢} (P | Z,) eine Lisung von (X, X, u,).
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Schreibt man diese Existenzfrage abkiirzend mit (X, X', u, U), so gelangt
man wie oben zu

Theorem 1b: «,, ..., 0, sei ein kanonisches Erzeugendensystem wvon
(X — X', 2g). U sei ein holomorph vollstindiger Raum vom Homologietypus
der Zelle, u{a,), .. ., uloy) seten holomorphe Abbildungen von U in GL(n,C),
welche fiir jedes u € U die Riemannsche Relation erfiillen; ferner seien geeignete
Zweige von log u(ay), . . ., log u(a,) auf U eindeutig. Dann gibt es stets Losungen
von (X, X', u, U). Ist X nicht kompakt, so existieren sogar holomorphe Lo-
sungen von (X, X', u, U).

7. Eine Anwendung auft kompakte Riemannsche Flichen

X sei eine n-bliittrige unbegrenzte Uberlagerung von Pt Wir bezeichnen
die natiirliche Projektion von X auf P! mit A und die Menge der Projektionen
der Verzweigungspunkte von X iiber Pl mit V= {9, ..., v{O}. Ist p,¢ P1-V
und {20, . . ., 9} = 1-1(p,), so gibt jedes « € 7, (P!~ V, p,) AnlaBl zu einer
Permutation 7 (x) von A-1(p,) und damit zu einer Permutationsmatrix u(«):
o liBt sich in jeden Punkt von A-1(p,) hochdriicken; der nach z(® hoch-
gedriickte Weg endet dann in {0}y und es ist p(a) = (,0)15,0gn Mit @4
= On(p),o 20 setzen. o — p(x) ist eine Darstellung von z;(P!—V, p,) vom
Grade n; sie charakterisiert nach einem klassischen Satz der Topologie X
bis auf spurpunkttreue Automorphismen (d. h. bis auf Umnumerierung der
Blitter). Die Elemente ein und derselben Spalte einer Losung @ von (PL, V, u)
konnen als die Zweige einer auf X meromorphen Funktion interpretiert
werden : die Komponenten einer solchen Spalte vertauschen sich bei Umlaufen
eines Verzweigungspunktes in der durch die Verzweigung von X tber P!
vorgeschriebenen Weise, und sie verhalten sich in diesen Punkten bestimmt,
d. h. sie besitzen in der lokalen Uniformisierenden héchstens einen Pol als
Singularitét. Nimmt man alle durch die Spalten von 3§ definierten Funktionen
Yy, - « -s Yp» BO erhilt man ersichtlich eine Basis von K(X) iiber K (P1).

Nun seien die U,z =1, ... &k, zusammenhingende, einfach zusammen-
hiingende und paarweise fremde offene Umgebungen von «,. Ist (v, ..., 9,) €
€ Uyx-++ X Uy, 80 hat man einen natiirlichen Isomorphismus ¢, . , von
 (Pr— {vy, . .., 0.}, po) auf oy (P1— (o0, .. ., v}, py). Nach einem klassi-
schen Resultat gehort zur Darstellung u o ¢, . , eine n-blittrige un-
begrenzte Uberlagerung X, ., von P, welche nach dem oben angegebenen
Verfahren eben zu dieser Darstellung AnlaB gibt. X,  , entsteht aus
X,j(lo,“_“,io, durch ,,Verschieben der Verzweigungspunkte. Theorem IT lehrt,
dafl die y,, v=1, ..., n, analytisch von den v,, x =1, ..., k, abhingen und
fir jedes feste (v, ..., v,) € Uy X+ X Uy eine Basis von K(X, ) iiber
K (P1) bilden. Die Menge

T:= {X”I""’Tb: (v.l’ seey /Uk) € U1 X X Uk)}

liBt sich in natiirlicher Weise mit einer komplexen Struktur versehen; 7' kann
damit im Sinne von O. Trrommirrer {25] als ,analytische Schar von
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Riemannschen Fldchen* mit U, x - - - X U}, als ,,Parametermannigfaltigkeit*
aufgefalt werden. Es zeigt sich, daBl die Funktionen w,,... ¥, auf T
meromorph sind.

Satz 9: Es gibt n auf T meromorphe Funktionen, welche fiir jedes feste
(O« ) €U X+« X U, eine Basis von K (X ) dther K (P?) bilden.

- Vg

Literatur

[1] Beaxkg, H., K. Stery: Entwicklungen analytischer Funktionen auf Riemann-
schen Flichen. Math. Ann. 120, 430—461 (1949). — [1a] Beankeg, H., K. Steix: Ele-
mentarfunktionen auf Riemannschen Flachen als Hilfsmittel fiir die Funktionentheorie
mehrerer Veranderlichen. Canadian J. Math. 2, 152—165 (1950). — [2] Bmkuorr, G. D.:
The generalized Riemann problem for linear differential equations.... Amer. Acad. Proc.49,
521—568 (1913); Amer. Math. Soc. Bull (2) 19, 508500 (1913). — [3] Birkrorr, G. D.:
Infinite products of analytic matrices., Amer. Math. Soc. Trans. 17, 386—404 (1916), —
[4] Carrax, H.: Sur les matrices holomorphes de » variables complexes. (J. de Math. 19,
1—26 {1940)). Vgl auch J. FrexgrrL: Un théordme sur les matrices holomorphes in-
versibles. Sem. H. Cartan 1951/62, XVII, 1—10. — [5] GRAUERT, H.: Généralisation
d’un théoréme de Runge et application & la théorie des espaces fibres analytiques. C. R.
Acad. Sci. 1956, — [6] Haver, O.: Zur Theorie der Prymschen Funktionen erster und
N-ter Ordnung. Math. Ann. 77, 24—64 (1915). — [7] Haver, O.: Uber eine dem $0g.
Riemanngchen Problem entsprechende Randwertaufgabe, Heidelb. Akad. Sitzgsber. 16
5—41(1920). — [81HavPpT, O.: Zur Parametrixmethode. Math. Ann. 88, 136—150 (1922), —
[9] Husert, D.: Mathematische Probleme. Gott. Nachr. 9100, 253—297. — [10] Hit-
BERT, D.: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen (Dritte
Mitt.). Gott, Nachr. 1905, 307—338. — [11] Hiueert, D.: Uber eine Anwendung der
Integralgleichungen auf ein Problem der Funktionentheorie. Verh. 3. internat. Math.-
Kongr., Heidelberg 1904, 233—-240. — [12] KELLOG, O.: Unstetigkeiten bei den linearen
Integralgleichungen mit Anwendung auf ein Problem von Riemann. Math. Ann. 60,
424—433 (1903). — [13] Kopaira, K., and D.C. S8peNcer: Divisor class groups on
algebraic varieties. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 89, 872—877 (19563). — [14] Larro-
Danmrvsky, J. A.: Mémoires sur la théorie des systdémes des équations différentielles
linéaires. Chelsea Publ. Comp. 1953. — [15] MusgmeLsaviui, N. L: Singular integral
equations. Noordhoff 1953. — [16] Nara~o, 8.: On complex analytic vector bundles.
J. Math. Soc. Japan 7, 1—12 (1955), — [17] PLEMELY, J.: Riemannsche Formenscharen
mit gegebener Monodromiegruppe. Mh. Math. 1908, 211—246. — [18] PremzLJ, J.:
Uber Schlesingers ,,Beweis*“ der Existenz Riemannscher Funktionenscharen mit gegebener
Monodromiegruppe. Dtsch. Math.-Ver. 18, 15—20; 340—343 (1909). — [19] PoIn-
cAr¥, H.: Mémoire sur les fonctions zetafuchsiennes. Acta math. 5, 200—278 (1884), —
[20] Rirmanx, B.: Beitrige zur Theorie der durch die GauBsche Reihe F(x, 8, y, ) dar-
stellbaren Funktionen. Math. Werke, 8. 62—78. — [21] Rigmawny, B.: Zwei allgemeine
Lehrsitze tiber linedre Differentialgleichungen mit slgebraischen Koefficienten. Math.
Werke, 8. 8357—369. — [22] Ronne, H.: Fabersche Entwicklungen und die Satze von
Weierstral und Mittag-Leffler. Arch. d. Math. 4, 208--307 (1953). — [23] ScmLE-
SINGER, L.: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen im Anschluf an das Riemann-
sche Problem (III). J.f. Math. 180, 26—46 (1905). — [24] ScHLESINGER, L.: Bemerkungen
zu dem Kontinuititsbeweis fiir die Losbarkeit des Riemannschen Problems, Math. Ann.
68, 273276 (1908). — [25] TurcrmiLLER, O.: Verinderliche Riemannsche Flichen.
Dtsch. Math. 7, 344—359 (1944). — [26] TreTz, H.: Partialbruchzerlegung und Produkt-
darstellung von Funktionen auf geschlossenen Riemannschen Flichen. Arch. d. Math. 4,
31—38 (19563).

( Eingegangen am 9. September 1956)



