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Das Riemann-Hilbertsche Problem 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen 

Von 

HELMUT R O H R L  i n  M i i n c h e n  

Einleitung 

1. I s t  ein System = ~ '  Ri~ (z)yj, i = 1, . . . ,  n, yon  linearen homogenen 
I 

DifferentiMgleiehungen 1. Ordnung mit  rationalen Koeffizienten gegeben, so 
sind ihre LSsungen bekanntlieh im allgemeinen nicht in der vollen Zahlen- 
kugel p1 eindeutig und meromorph. Jede einzelne LSsung besitzt jedoeh nur 
endlich viele isolierte Singularit~ten; als solehe Singularit~ten kommen in 
Frage die Polstellen x 1 . . . . .  x k der Koeffizienten Rt~(z)  und evtl. der Punkt  
x0= co. Bilden die LSsungen p~ = ( y l i ( Z )  . . . . .  y ,~(z) ) ,  i ---- 1 . . . .  , n, e in  Fun- 
damentalsystem yon LSsungen, so geht bei Umlauf  um die singul~re Stelle x~ 
der Vektor p~ fiber in einen Vektor 2:a!~ ) p~; dabei ist die Matrix 9A(~) : ---- (a!~)) 
n ieh t  singular und es besteht die sog. Riemannsche Relation 9A(°) • . . .  • 9A(~)---- 1. 
Diese Riemannsche Relation bedeutet nichts anderes, als dab jedes Fun- 
damentalsyst~m Pl . . . . .  9,, yon LSsungen einen Homomorphismus der Fun- 
damentalgruppe yon p l _  {x ° . . . . .  xk) in die aUgemeine lineare Gruppe 
G L  (n, C) fiber dem KSrper der komplexen Zahlen induziert. 

2. Bereits im Jahre  1857 waf t  B. RIEMA~ [21] das Problem auf, ob um- 
gekehrt  auch zu jedem Homomorphismus der Fundamentalgruppe yon 
p l _  {x ° . . . . .  x~} - x 0 . . . . .  x~ seien beliebig vorgegeben - in G L ( n , C )  ein 
System yon n line~ren homogenen gewShnlichen Differentialgleiehungen 
1. Ordnung mit  rationalen Koeffizienten gehSrt, welches ein Fundamental-  
system yon I~sungen besitzt, das diesen Homomorphismus erzeugt. Dariiber 
hinaus verlangte RIEMA~ noch, dab das Differentialgleiehungssystem vom 
Fuehssehen Typ (vgl. Vorbemerkungen) sei. I m  selben Jahre  [20] h~tte er 
dieses Problem fiir b ---- n ---- 2 bejahend beantwortet  und Fundamentalsysteme 
der gewfinsehten Art  explizit angegeben. I n  der Folgezeit haben sich u. a. 
H. P o n ~ c ~  [19] und L. SCHL~SI~GV, R [23,24] mi t  dem Riemannschen 
Problem eingehend befaBt. Die yon ihnen angegebenen Beweise sind jedoch 
sehr ttickenhaft und v o m  modernen Standpunkt  aus nicht exakt.  Auf diese 
Tatsache wies bereits J .  PLEMELJ [18] bin, der selbst im Jah r  1908 [17] den 
ersten im wesentliehen einwandfreien Existenznaehweis fiir beliebiges b ~md n 
tieferte. Sehon 1900 hat te  D. Hn~BERT das Riemannsehe Problem unter  seine 
Mathematischen Probleme [9] aufgenommen (man spricht seither vom Rie- 
mann-Hilbertschen Problem); 1905 wurde yon D. HILBERT [10, 11] der Fall 

Math. Ann. 133 1 



2 HELMUT RSHRL: 

n = 2, k beliebig erledigt, ein Spezialfall, der kurz vorher auch yon O. KEL- 
LOG [12] behandelt wurde. Der Plemeljsehe Beweis stiitzt sich -- analog wie 
die Ans~tze yon D. HILBERT und O. KELLOG -- auf die Theorie der Fredholm- 
schen Integralgleichungen. Im Jahre 1913 gewann G. D. Br~KHOFP [2] das 
allgemeine Plemeljsche Resultat dutch gewisse Approximationss~itze; gleich- 
zeitig erledigte er eine bereits friiher yon ihm angegebene Verallgemeinerung 
des Riemann-Hilbertschen Problems. In den Jahren um 1924 beschKftigte 
sich O. HAUPT [6--8] mit einer dem Riemann-Hilbertschen Problem nahe ver- 
wandten Fragestellung. 

An Monographien, welehe sieh u. a. ausfiihrlich mit dem Riemann-Hflbert- 
schen Problem befassen, sind die Darstellungen yon J .A.  LAPPo-DANI- 
LEVSXY [14] und N. I. MUSXHELISnVrLI [15] ZU erw~hnen. In [14] wird auch 
in hinreichender Allgemeinheit die Frage der Abh~ngigkeit des Fundamental- 
systems yon den ,,Verzweigungspunkten" x 0 . . . . .  x k in Angriff genommen. 

3. Dutch das Resultat yon J. PLEMELJ wurde die allgemeine Theorie der 
Systeme Iinearer homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung veto Fuchs- 
schen Typ mit rationalen Koeffizienten in einem gewissen Sinne zu einem 
befriedigenden AbsehluB gebraeht; denn man iiberblickte nunmehr das lokale 
und gtobale funk%ionentheoretische Verhalten der L6sungen votlst4indig, l~ir 
Systeme linearer homogener Dffferentialgleichungen 1. Ordnung, deren Koeffi- 
zienten me-romorphe Funktionen auf einer beliebigen kompakten oder nicht 
kompakten Riemannsehen Fl£che sind, fehlen bis heute analoge Unter- 
suehungen. Die lokale Theorie l~uft offensichtlich parallel zum klassisehen 
Fall. :4hnlich wie auf der Zahlenkugel kann man auch jetzt die Singularit~ten- 
menge X' eines L6sungssystems charakterisieren. Jedes Fundamentalsystem 
yon LSsungen erzeugt wieder wie im klassischen Fall einen Homomorphismus 
der Fundamentalgruppe yon X - X' in GL(n, C). Daher kann man auch das 
Riemann-Hilbertsche Problem iibertragen und schlieBlich noch nach der Ab- 
h~ngigkeit der L6sungen yon den Verzweigungspunkten fragen. Die Schwierig- 
keit bei der Behandlung derartiger Fragestellungen beruht im wesentlichen 
auf der Existenz yon nieht zerlegenden Riiekkehrschnitten. 

4. In der vorliegenden Arbeit wird das allgemeine Riemann-Hilbertsche 
Problem ffir beliebige (kompakte oder lficht kompakte) Riemannsche F1Kehen 
im bejahenden Sinne gel6st. Die verwendeten Methoden sind im Gegensatz 
zu den bistang benutzten rein funktionentheoretischer Art. Es werden dabei 
einige tiefliegende SKtze der modernen Funktionentheorie mehrerer Ver- 
~nderliehen sowie die Theorie der komplex-analytischen Faserr£ume heran- 
gezogen. Die Existenzprobleme fiir Differentialgleichungen werden umfor- 
muliert zu Existenzaussagen ffir komplex-analytische Sehnitte in komplex- 
analytischen Faserr~umen (Satz 1 und 2). Das Vorhandensein derartiger 
Schnitte wird in bestimmten Fiillen (Satz 3) durch die Trivialit~t des deft- 
nierenden Cozyklus sichergestellt. In den ausstehenden F~llen, die sich auf 
kompakte Riemannsche Fliichen beziehen, wird die Existenz entweder durch 
direkte Konstruktion nachgewiesen oder dutch einen Satz yon S. NAEA~o 
iiber komplex-analytische Vektorraumbiindel gew~hrleistet (Satz 4)'. Wie man 
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sich leicht fiberlegt -- dieser Punkt  wird im folgenden nicht n~her ausgefiihrt -- 
l~Bt sich mit Hilfe yon Satz 3 und Satz 4 auch die sinngem~B auf beliebige 
Riemannsehe Fl~chen iibertragene Birkhoffsche [2] Verallgemeinerung des 
Riemann-Hilbertschen Problems im bejahenden Sinne beantworten: dazu hat  
man nut  anstelle des Cozyklus ~ einen entsprechend abge~nderten zu setzen. 
Bekanntlieh leisten die SKtze 3 und 4 noch wesentlich mehr. Satz 3 enth~lt 
z. B. den WeierstraBschen Produktsatz ffir beliebige nicht kompakte Riemann- 
sehe Fl~tchen und Matrizen (statt Funktionen), ein Ergebnis, das im Falle der 
Zahlenebene bereits yon G. D. BIRXHOI~F [3] bewiesen .wurde. Satz 4 ist noeh 
aus folgendera Grunde yon Interesse. Bekanntlieh ver]iert der ~¢VeierstraBsehe 
Produktsatz auf kompakten Riemannschen Fl~chen seine Gfiltigkeit. Doch 
bleibt (wegen Satz 4) die Aussage richtig: i s t  X e ine  k o m p a k t e  R i e m a n n -  
sche  F l~che ,  x 1 . . . . .  x k e ine  P u n k t m e n g e  a u f X  u n d  s ind/ l (X)  . . . . .  /k(x) 
F u n k t i o n e n ,  d ie  in g e e i g n e t e n  r e d u z i e r t e n  U m g e b u n g e n  y o n  x 1 
bzw. x2... bzw. x~ m e r o m o r p h  s ind,  so g i b t  es e ine  a u f  X - { x  1 . . . . .  x~} 
m e r o m o r p h e  F u n k t i o n  ](x), ffir  w e l c h e  /(x)/[l(x),u=l,...,k, m e r o -  
m o r p h  in x~ f o r t s e t z b a r  ist .  

Dies ist offensiehtlich die sinngemKB auf kompakte Riemannsche Fl~ch~n 
fibertragene Formulierung des WeierstraBschen Satzes. Da Satz 4 auch ffir 
algebraische Mannigfaltigkeiten seine Gfiltigkeit beh~It, gelangt man wie eben 
zu einer sinngem~Ben l~bertragung des Cousin-II-Problems auf algebraische 
Mannigfaltigkeiten; man sieht, daB -- im Gegensatz zum Cousin-II-Problem 
ffir holomorph vollst~ndige Ri~ume --  hier das fibertragene Cousin-II-Problem 
uneingeschrdnkt LSsungen zul~$t. 

Die Frage nach der Abh~ngigkeit der LSsungen von den Verzweigungs- 
punkten wird mit ~hnlichen Methoden wie das Riemann-Hilbertsche Problem 
selbst angegangen. Das Hauptresultat  ist: t~Bt man die Verzweigungspunkte 
in einfach zusammenh~ngenden und paarweise fremden Gebieten variieren, 
so kann man stets LSsungen ~ des Riemann-Hilbertschen Problems angeben, 
welche meromorph yon den Verzweigungspunkten abh~ngen. Hinsichtlieh 
der genauen Formulierung sei auf Theorem I I  verwiesen. Die hier benfitzten 
Methoden lassen sich auch bei einer Reihe yon Fragestellungen, welehe in 
einer Arbeit yon O. T~mH~/3LLE~ [25] fiber ver~nderliche Riemannsehe 
Ft~chen angeschnitten sind, mit Erfolg verwenden. AbschlieBend mfge noeh 
darauf hingewiesen werden, dab ~hnliehe Problemstellungen, wie sie bier be- 
handelt werden, bei gewissen Existenzfragen der Funktionentheorie mehrerer 
Ver~nderliehen auftreten. 

1. Vorbemerkungen 

Gegeben sei eine abstrakte Riemannsehe Fl~che X, yon der wir stets 
voraussetzen wollen, dab sie zusammenh~ngend ist. Ferner sei ein System 
yon n linearen homogenen Differentialgteichungen 1. Ordnung 

(1) d ~ = p 9 ' ( x )  

mit D'(x)  als einer Matrix vom Typ (n,n), deren Komponenten auf X 
1" 
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meromorphe Differentialformen vom Grade 1 sind, betrachtet. Wir sagen, (1) ist 
ein Dffferentialgleichungssystem auf X. Mit X'  wollen wir die Gesamtheit 
der Pole der Komponenten yon ~ ' (x )  bezeichnen; entsprechend nennen wir 
die Vereinigung der Divisoren der Komponenten yon Q'(x) den Divisor 
yon ~ '  (x). 

Bekanntlieh gibt es stets nichttriviale Lfsungen dieses Differential- 
gleichungssystems, d. h. Vektoren ~ (~), deren Komponenten auf der univer- 

sellen ~rberlagerungsfl~ehe ~ yon X -  X'  meromorph und nieht alle 
identiseh Null sind und der Gleichung 

( r )  d~(~) = V(~) ~*(~ ' (x ) )  

geniigen; dabei mfge mit yJ die natiirliehe Abbildung yon ~ auf X - X'  
und mit y~* der zugehfrige Monomorphismus des Kfrpers  (Ringes) der auf 
X - X' meromorphen Funktionen (Differentialformen) in den Kfrper  (Ring) 

der auf ~ meromorphen Funktionen (Differentialformen) sein. Die Ge- 
samtheit 15 der Lfsungen yon (1) bildet einen Vektorraum fiber dem Kfrper  C 
der komplexen Zahlen, dessen Dimension gleich n i s t .  

Es sei x o ~ X -  X ' .  Wir betrachten jetzt die Fundamentalgruppe 

g l (X  - X', x0) yon X - X '  mit x 0 als Bezugspunkt. Ist N 0 C ~ mit YJ(Xo) 
= x o ein ffir allemal gegeben, so entsprechen sich die Elemente ~ ~ ~1 (X - X',  Xo) 
und die Punkte aus {~-1 (x0) } gem~B der fibliehen Konstruktion der univer- 
sellen Oberlagerungsfl~che umkehrbar eindeutig. Der hierbei a zugeordnete 
Punkt  sei mit  c¢(~o) bezeiehnet. Des weiteren mfge unter ~ (~) im folgenden 

der zu ~ im Punkte ~ ~ X - ~  gehfrende Keim verstanden werden. Wir 
setzen dann ffir ~ E ~1 (X - X', x0) 

~*" ~ ( ~ o )  : = o ( ~ ( ~ o ) )  • 

Bekanntlich ist 0¢* ein C-Automorphismus yon L. Da welter (c¢ fl)* = fl* c¢* 
gilt, liefert die Zuordnung ~-~  ~* einen Anti-Homomorphismus /~0 von 
r e l ( X -  X', x0) in die Automorphismengruppe yon L. Fixiert man als0 
eine Basis in L, so entspricht c¢* in natfirlieher Weise ein Element/~ (c¢) der 
Gruppe G.L (n, C) der invertierbaren Matrizen vom Typ (n, n) fiber dem Kfrpe r  
der komplexen Zahlen. ~ -~/~ (~) ist ersichtlieh ein Homomorphismus. Es ist 
klar, dab bei einer anderen Wahl der Basis die Darstellung ~¢-~ #(c¢) durch 
eine ~quivalente zu ersetzen ist. ~o wird fiblieher Weise als die Monodromie 
yon  (1) bezeichnet, X'  als die Menge der Verzweigungspunkte. 

Man kann nun die Frage stellen, ob es zu jeder Darstellung ~ von 
7c1(X - X',xo) in GL(n,C) ein System (1) auf X gibt, dessen Lfsungsraum L 
nach dem angegebenen Verfahren zu dieser DarsteUung/~ AnlaB gibt. Dabei 
werde vorausgesetzt, dab X ' ( X  auf X keine H~ufungspunkte besitzt und 
x 0 ~ X -  X '  gilt. 

Faint man eine Basis des Lfsungsraumes L von (1) zu einer Matrix ~ (~) ,  
deren Zeflen aus den verschiedenen Elementen der Basis bestehen mfgen, 
zusammen, so hat  man ersiehtlich fiir ~ ~ zx (X - X', Xo) 

(2) ~*" ~ (~o) = ~(~) ~ (~0), 



Das Riemann.Hitbertsche Problem 5 

falls ~* sinngem~B fiir Matrizen definiert wird. ~ (~)  ist auf ~ mero- 

morph und nicht singular, d. h. Det ~ (~) ~ 0. Ist  umgekehrt eine auf 
meromorphe und nieht singul~re Matrix ~ (~ )  vom Typ (n,n) gegeben, ffir 

welche (2) gilt, dann ist auch ~-1(~)  d ~ ( ~ )  auf X - ~ ' ~  ' meromorph. Da fiir 
C ~1 (X - X', x0) 

~,.  ~-1(~0) d ~ ( ~ )  = ~ - 1 ( ~ )  d ~ ( ~ )  
gilt, existiert 

~*-~(~-1(5) d~(~))  = : ~ ' (x) .  

~2' (x) ist auf X - X' meromorph und die LSsungen des Dffferentialgleichungs- 
systems 

do = ~Q'(x) 

auf X - X' geben als Linearkombinationen der Zeilen yon ~(~)  zu der ge- 
gebenen Darstelhmg # yon ~ I ( X -  X',xo) AnlaB. Da die Zweige yon ~ (~) 
im allgemeinen in den Punkten aus X" ziemlich unangenehme Singularit~ten 
besitzen, kann man nicht erwarten, da$ sich Q' (x) meromorph auf X fort- 
setzen l~$t. 

Erfahrungsgem~l~ erweisen sich in der Theorie der tinearen Differential- 
gleiehungen im Komplexen die sog. singul~ren Stellen der Bestimmtheit als 
angenehme Singularit~ten. Dabei mSge in leichter Abwandlung der her- 

k6mmlichen Begrfffsbildung x' C X '  fiir den auf X --  X'  meromorphen Vektor 
O(x) eine Stelle der Bestimmtheit heiBen, wenn gilt: es gibt eine Umgebung U 
von x' in X mit U ~ X ' =  {x'} derart, daft zu ]eder zusammenhdnf/enden 
Komponente Vj yon yJ-l(U - {x'}) eine Matrix 92j existiert, so daft /iir die 
in U de/inierte lokale Uni/ormisierende t(x) yon x' mit t(x') = 0 

~'-~{exp(etj  logt o WJ (~)) ~) (~)) 

existiert und sich meromorph in x' /ortsetzen Idflt; dabei werde unter ~¢ die 
Beschrankung yon ~ auf V¢ verstanden. Diese Definition iibertri~gt sich 
s inngem~ auf Matrizen. 

Ein Dffferentialgleichungssystem (1) heiBt vom Fuchsschen Typ,  falls fiir 
jedes Element des L6sungsraumes L von (1) jeder Punkt  x'E X '  eine Stelle 

der Bestimmtheit ist. Liegt nun in ~ (~) eine auf X - X ~ - ' - - ' 5  meromorphe Matrix 
vor, fiir welche jeder Punkt  x' ~ X '  eine Stelle der Bestimmtheit ist und die der 
Beziehung (2) geniigt, so ist, wie man leieht sieht, ~ '  (x) auf ganz X mero- 
morph fortsetzbar. 

Das Riemann-Hilbertsche Problem besteht darin, zu gegebenem X'  ( X  und 
zur Darstellung/~ von ~1 (X  - X' ,  xo) in GL(n, C) ein System (1) vom Fuchs- 
schen Typ auf X zu konstruieren, dessen L6sungsraum L zu der gegebenen 
Darstellung /, Anlal~ gibt. Nach den obigen Bemerkungen wird es positiv 
beantwortet sein, wenn es gelingt, eine auf X - X '  meromorphe niehtsingu- 
t~re Matrix ~ (~ )  anzugeben, fiir die jeder Punkt  x'~ X'  eine Stelle der Be- 
stimmtheit ist und welehe (2) erfiillt. Dieses letztere Existenzproblem sei mit  
(X, X',/~) bezeichnet. Es wird yon einer holomorph invertierbaren LSsung ~ (~ 
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yon (X ,X ' , /u )  gesprochen, falls ~ (~ )  auf ~ holomorph und holomorph 
invertierbar ist. 

2. Die dem Riemann-Hflbertsehen Problem zugeordneten Faserr~iume 

Es ist zweckm~flig, zuerst eine L5sung yon ( X -  X', ~,  #)1) zu suehen und 
dann in einem weiteren Schritt die eventuellen Stellen der Unbestimmtheit,  
welehe in X '  enthalten sind, zu beseitigen. Bei der Diskussion von (X  - X ' ,  
~,/~) kann X - X '  stets als nicht kompakt  vorausgesetzt werden. Ist  n~m- 
lich X kompakt  und X ' =  ~,  so setze man mit x"  C X X'" : = {x"} und be- 
trachte (X  - X " ,  q~, #*), wobei/~*= # o i* mit i* als dem natiirlichen Homo- 
morphismus yon ~i (X - X" ,  x0) auf z l  (X - X', xo). Eine LSsung yon ( X -  X " ,  
~b, ~u*) 15st dann auch (X,~,  #) fiber X - X",  weshalb dann nur noch eine 
etwaige Singularit~t in x"  zu beseitigen ist. 

Nun sei X eine nieht kompakte Riemannsche Fl~ehe, {Ui)i~,s eine offene 
~berdebkung yon X dureh zusammenh~ngende Koordinatenumgebungen mit 
~I(Ui) = 0  ffir i ~I ,  so dal] U i A U  s stets zusammenh~ngend ist. (X, ~5,#) 
wird naeh dem folgenden Verfahren ein G L (n, C)-Cozyklus ~ ~ H 1 (X, G L (n, C)co) 
zugeordnet. In  jedem U~ w~hlen wit einen Punkt  x i ~ U i und verbinden x 0 
mit x~ durch eine Kurve Ki, welche in x 0 starter. Ist  x E Ui ~ Uj, so sei Dij(x  ) 
eine Kurve  yon x t naeb x in Ui, Djl(x) eine Kurve von xj naeh x in U s. Wir 
bezeiehnen die Homotopieklasse einer Kurve K mit (K) .  Es sei 

giS(X): =/z((giDij(x ) D~i(x)-I KZ1))  ffir x ~ U i ~  Uj 

gesetzt. Da gis(x) wegen Xel(Ui)= (0} in jeder zusammenh~ngenden Kom- 
ponente yon UiF~ U s konstant ist, stellt gis(x) eine holomorphe Abbildung 
yon Ui f~ Us in GL(n, C) dar. Wie man leieht nachrechnet, erffillen die gi~(x) 
die Vertr~gliehkeitsbedingungen gtj (x) g~k (x) -~ g~ (x) ffir x ~ U i ~ U s ~ U~. 
Der durch die go(x) definierte Cozyklus aus H~(X, GL(n,C)~) werde mit ~ 
bezeichnet. ~ ist unabh~ngig yon der Wahl der Punkte x i ~ U i und der 
Kurven K~. Ferner sind, wie man sich leicht fiberlegt, zwei Cozyklen ~,, ~,, 
dieser . ~ t  genau dann gleich, wenn es einen inneren Automorphismus ~ yon 
GL(n,C) mit #'---- ~ ~/~ gibt. 

Einer holomorph invertierbaren LSsung ~ (~ )  yon (X - X', ~b, #) wollen 
wit jetzt  einen weiteren Cozyklus ~ zuordnen. Dazu w~hlen wir eine offene 
~berdeckung {U~}i~ I yon X mit den n~mliehen Eigenschaften wie eben, ffir 
welehe auBerdem noeh gilt: 

U~f~X'  ist ffir jedes i ( 1  hSchstens einpunktig und jedes x '~X '  ist in 
hSehstens einem der U~ enthalten. Ist  Ui ~ X ' =  ~b, so setzen wir 

/ i ( x ) : = l  ~GL(n,C)  ffir x ~ U ~ .  

Nunmehr sei UIF~X'=(x~},  t~(x) eine lokale Uniformisierende in U~ mit 
t~(x~) -----0, K~ eine Kurve yon x 0 nach x ~  U~- (x~) und D~ eine in U~-  {x~) 
verlaufene Kurve, die in x s starter und ende$ und deren Homotopieklasse 

~) ~ sei die leere Merge. 
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,xl(Uj ¢ ' - ~xj}) erzeugt. Dann 1/~Bt sich der meromorphe Keim 

exp { log/z((Kj DjKT-1))logt~_o ~o(<Kj>~o) ~ <g~)* ~ ('~o) 
(Dj> logtj(xj) -- log tj(xj) J 

meromorph in diejenige zusammenh~ngende Komponente Vj yon ~o -1 ( U s - {xj}) 
fortsetzen, zu welcher der Punkt  <Kj} N 0 geh6rt. Diese Fortsetzung ist mit 
D(x) als einer in U j -  {x]} verlaufenden Kurve, die in x s starter und in x 
endet, 

log # ( < Uj D~ KT 1 ) ) 13g tj o yJ (<Kj Dj (x) ) ~o) , 

Wie man unschwer erkennt, existiert 

/j(x) :--~o~-l(exp{ - I°g#(<K~D'Kz1))logtj©~(<K, Dj(x))~o)}<KsDi(x)>,~(~,o)) 
<l)j> log tj(xj) -- log ts(xj) 

ffir x q Us{-  x~}. Die Abbildungen 

gi j ( .X)  : := f i ( X )  l i ( X ) ' - I  ffir x ~ U i ~  U ~ 

sind holomorph und erfiillen die Vertr~gtichkeitsbedingungen, definieren also 
einen Cozyklus ~V C H 1 (X, GL (n, C) o~). Falls G L (n, C) als komplexe Automor- 
phismengruppe auf dem komplexen Raum Y operiert, l~I~t sich dem eben 
kons~ruierten Cozyklus ein komplex-analytisches Faserbiindel (X, ~ ,  Y) 
assoziieren. Wit ben6tigen hier nur die F~lle Y ~ GL(n,  C), was zum Haupt- 
biindel ffihrt, Y = P" (= n-dimensionaler komplex-projektiver l~aum) und 
Y = P n~. Da GL(n,C) in natfirlicher Weise als eine Untergruppe der 
P G L ( n  ÷ 1,C) aufgefaBt werden kann, ist nur noch anzugeben, wie die 
GL (n, C) auf Pn' operieren soll. Dazu zeichnen wit einen zu pn' gehSrenden 
C n" aus und identifizieren ihn mit der Menge aller n-reihigen Matrizen 
fiber dem KSrper der komplexen Zahlen; GL(n,C) operiert durch Links- 
multiplikation auf der Menge a]ler Matrizen und damit auf C n' als eine 
Gruppe yon linearen Automorphismen, welehe bekanntlieh auf genau eine 
Weise in den P n~ fortgesetzt werden k6nnen. 

Satz 1: X sei nicht kompakt. Dann ist fi~r die Existenz einer holomorph 
invertierbaren LSsung von (X, ~ , # )  notwendig und hinreichend, daft ~, der 
triviale Cozyklus ist. 

Beweis: Es sei ~(x)  eine holomorph invertierbare LSsung yon (X, q5,/1). 
Ferner sei ~i die Beschr~nkung yon ~ auf diejenige zusammenh~ngende Kom- 
ponente V~ yon ~-I(U~), welche <K~> N 0 enth~lt. <K~>*~(~0) l~tBt sieh zu 
der auf V i holomorphen und holomorph invertierbaren Matrix <KiD~ (x)>*~ (x0) 
fortsetzen. Da Vi durch ~ topologiseh auf Ui abgebildet wird, existiert 

s~(x) : =  v2*-~(<K,D~(x))*?~(~o)) fiir x ~ V~ 

und ist holomorph und holomorph invertierbar. Da fiir x ~ U~ ~ U¢ 

s~ (x) = ~ -~ (<K~D~ (x) D~- ~ (x) K 7 ~ K~D~ (x ) )*~  (~'o)) 

= v/*-~ (<K s D s (x))* (K~D~ (x) D]- l(x) K f  ~)*~ (~o)) 
= g,s(x) v2?-l((K~D~(x))*~(Xo)) = g,s(x) ss(x) 
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gilt, bitdet die Kotlektion der st(x ) einen komplex-analytischen Schnitt in 
dem zu ~ gehSrenden Hauptbiindel. Das bedeutet jedoch, dab ~ der triviale 
Cozyklus ist. 

Nun sei umgekehrt ein komplex-analytischer Schnitt s(x) in dem zu ~ 
gehSrenden Hauptbiindel gegeben; ein solcher existiert bekanntlich, falls ~ 
trivial ist. Die Abbildungen ~ ( x , y )  von U~× GL(n,C) in das zu ~, asso- 
ziierte Hauptbtindel seien ein System lokaler Koordinaten der Faserstruktur. 
Dann setzen wir 

- - t  8 si(x) : = ~ , x ( ( x ) )  fiir x ~ Ui 

st(x ) ist in U i holomorph und holomorph invertierbar und es gilt in U~ ~ Uj 
die Beziehung st(x ) s71(x ) ---- gij(x). Ist  x 0 ~ U0, so wollen wir nun zeigen, daI~ 
so(x) l~ngs jedes in x 0 startenden und endenden Weges K analytisch fort- 

gesetzt werden kann, d .h .  also zu einer auf ~ meromorphen nieht- 
singul~ren Matrix ~ (5) AnlaB gibt. Nebenbei wird sieh ergeben, daI~ ~ (~) 
holomorph und holomorph invertierbar ist und der Gleichung (2) geniigt. 
K l~Bt sieh durch geeignete Wahl der Kurvenpunkte  x'e, ~ = 0 . . . . .  r q- 1, 

t r p 

xo----- x0 ----- xr + 1, derart  in Teilwege K'e yon x e naeh xe + 1 zerlegen, dal~ fiir ge- 
eignete Elemente Ue, ~ = 0 . . . . .  r, U o== U r der gegebenen Oberdeckung von 
X K e ( Uq, ~ = 0 . . . . .  r, gilt. Weiter werde % mit x'e durch eine Kurve D e ( U e 
verbunden. Dann gilt 

K = (K'oD11K~ 1) (K~D~K~D~IK;~) . . .  (gr_ ~ D~_~ K: _ ~ g'r) 

und somit 

(3) (<K>) = ~01(Xl )  . . .  ~ r _ l , 0 ( X r )  . 

Da gi, i + 1 (x) in U~ (~ Uj konstant ist, wird s i (x) durch gi, i + 1 (x~ + i) s i + 1 (x) nach 
U~+I fortgesetzt. Damit l~i.Bt sich So(X ) l~ngs des ganzen Weges K analytiseh 

fortsetzen und gibt so zu einer auf ~ holomorphen und holomorph in- 
vertierbaren Matrix ~ ( ~ )  AnlaI~. Wegen (3) grit. fiir ~ ( ~ )  ersiehtlieh die 
Gleichung (2). 

Corollar: Ist  X nicht kompakt,  so entsprechen sich die holomorph in- 
vertierbaren LSsungen yon (X, ~b/~) und die komplex-analytischen Schnitte 
in dem zu ~ assoziierten Hauptbiindel in natiirlieher ~Veise. 

Der eben bewiesene Satz liefert ein Kriterium fiir die Existenz yon Ma- 
trizen, welehe das gewiinsehte ,,Verzweigungsverhalten" aufweisen. Unter  
welehen Umst~nden es m6glieh ist, die evtl. auftretenden Ste]len der Un- 
bestimmtheit zu beseitigen, lehrt der folgende 

Satz 2: Ist ~ ( ~ )  eine holomorph invertierbare L6sung von ( X - - X ' ,  ~0,#), 
so gilt : 

1) ist X nicht kompakt, so ist /igr die Existenz einer holomorph invertierbaren 
L4sung yon (X, X',  t ~) notwendig und hinreichend, daft ~ der triviale Cozyklus ist, 

2) i~t X kampa~, so ist ]i~r die Existenz einer LSsung yon (X, X',/~) not- 
wendig und hlnreichend, daft das zu ~ assoziierte Bi~ndel (X, ~ ,  pn') mit P~  
als Faser einen komplex analytischen Schnitt s ( x) zuldflt, /i~r welchen es wenigstens 
ein x ~ X mit ¢[~(s(x))  ~ GL(n,C) gibt. 
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Beweis: 1) Ist  s(x) ein komplex-analytischer Schnitt in dem zu ~ asso- 
ziierten Hauptbfindel, so gilt mit 

s i(x): = ~.~ (#(x)) fiir x q U, 

/~-l(x) si(x ) -~/~-l(x) #~(x) in U i ~  U~. Also definiert die KoUektion der 
/ -  1 (x) s, (x) eine in X - X' holomorphe und holomorph invertierbare Matrix 
~ (x ) .  Setzt man nun 3(~)  : = ~ (x )  ~o*(TD(x)), so ist offensichtlich ~(~)  auf 

holomorph und holomorph invertierbar und es gilt fiir ~ (~) die Be- 
ziehung (2). Es bleibt also noch zu zeigen, dab alle Punkte  yon X' fiir ~ (~) 
Stellen der Bestimmtheit sind. Da 

= • 

--= (K,)*~3 (;o)" ~P* (/(~ (~P ((K,)  ~o))) " ~g* (s, (~p ((K,) ~'o))) 

= (K, )*~(~o)  {(K,)*~( ;o)}  -1 x 

x exp { ¢ (D~) logtdx~) -- logt~(x~) ] 

erh~lt man fiir ~" C V 

[ _ log/z ((K~DtK71)) ~ logti 0 ~ (.~) 
exp 

( 

Somit gilt 

y ~ - i  (exp {-- l°gtz((K'D'KT~))logt, otp , (~)})~(~)=  si(x) 

d. h. aber, dab in V, die Forderung der Bestimmtheit erffillt ist; fiir die iibrigen 
Komponenten folgt dies unmittelbur aus :¢*$(~%)= #(~)$(x0)-  Is t  umge- 
kehrt 8 (x )  eine holomorph invertierbare L6sung yon (X,X',lx), so ist 
~ -1 (~)  $(~)  auf ~ holomorph und holomorph invertierbar. Da ffir 
u q g~(X - X', x0) ~*" ~ -~(x )  3 (x )  = ~ -~ (x )  3 (x )  gilt, existiert ~ ( x ) :  
= ~0" -~ (~-~ (~) 8 (~)). ~ (x) ist auf  X - X' holomorph und holomorph inver- 
tierbar. Es ist klar, dab a*(x): = / , ( x )  ~ ( x )  in U i meromorph und in U i -  
- U, c~ X'  holomorph und holomorph invertierbar ist. Wir suchen nun nach 
einer auf X meromorphen und auf X -  X'  holomorphen und holomorph 
invertierbaren Matrix ~3(x), ffir welche in jedem U~ 8*(x)~3(x) holomorph 
und holomorph invertierbar ist. Dies ist ersichtlich eine Verallgemeinerung des 
sog. Cousin-II-Problems. In der n~mlichen Weise wie dem Cousin-II-Problem 
l~t~t sich unserer Frages~ellung ein Cozyklus aus H~(X, GL (n, C),,) zuordnen. 
Die Sehnitte in dem assoziierten Hauptbiindel entsprechen -- wie im klassi- 
schen Fall --  den L(isungen dieses verutlgemeinerten Cousin-II-Problems. 
Naeh Satz 3 ist abet der definierende Cozyklus trivial, d .h .  es gibt eine 
Matrix ~ (x )  mit den gewiinsehten Eigenschaften. Offensichtlioh ist die 
Kollektion der s~(x): = #~ (x )~  (x), x ( U~, ein komplex-analytiseher Schnitt 
in dem zu ~3 assoziierten Hauptbfindel. 



10 HELMET RSH~L : 

2) Der Beweis yon 1) l~l]t sieh sinngem~B auch auf 2) iibertragen. 

Corollar: Ist ~)(~) eine holomorph invertierbare LSsung yon ( X - - X ' ,  ~, 
/~), so gilt : 

1) ist X nicht kompakt, so entsprechen sieh die holomorph invertierbaren 
LSsungen yon (X, X',/~) und die komplex-analytischen Schnitte in dem zu ~ 
assoziierten Hauptbfindel in natiirlicher Weise, 

2) ist X kompakt, so entspreehen sieh die LSsungen yon (X, X',/~) und 
die komplex-analytischen Schnitte s(x) in dem zu ~ assoziierten Biindel 
(X, ~ ,  P"'), fiir welche es ein x ~ X mit q~,-~(s(x)) E GL(n,C) gibt, in natfir- 
lieher Weise. 

3. Komplex-analytische Faserriiume 
fiber nieht kompakten Riemannsehen Fl~iehen 

Es ~seien komplex-analytische Faserr~ume mit einer nicht kompakten 
Riemannschen Fl~che X als Basis und einer komplexen Lieschen Gruppe G 
als Strukturgruppe betrachtet.  Es wird bewiesen, dal~ alle derartigen kom- 
plex-analytisehen Faserr~ume komplex-analytiseh trivial sind. Dazu ist zu 
zeigen: 

Satz 3: Ist X eine nicht kompakte Riemannsche Fldche und G eine ]complexe 
Liesche Gruppe, so besteht H 1 (X, G~) nur aus dem trivialen Element. 

Beweis: Ist  ~ ~ HI(X,G), so ist zu beweisen, dab in dem zu ~ assoziierten 
Hauptbiindel ein komplex-analytischer Schnitt existiert. Zuerst wird nach- 
gewiesen, daI~ ein stetiger Schnitt in diesem Hauptbiindel existiert. Da es 
im Hauptbfindel aus Dimensionsgriinden hSchstens zwei-dimensionale nicht 
triviale Hindernisse gibt, reicht fiir die Existenz eines stetigen Schnittes der 
Nachweis hin, daft das zweidimensionale Hindernis verschwindet. Dieses 
Hindernis ist aber ein Element aus H2(X, 7c1(G)). Weil aber fiir eine nicht 
kompakte Riemannsche Fl~ehe X die zweidimensionale ganzzahlige Homo- 
logiegruppe H~(X,Z) nut  aus dem Nullelement besteht, gilt dies nach dem 
universellen Koeffiziententheorem auch ffir H2(X, zl(G)). Das zu ~ asso- 
ziierte Hauptbfindel ist somit topologisch trivial. Weil ferner nach H. BEHN~E- 
K. ST~.I~ [1] jede nicht kompakte Riemannsehe Fli~che ein holomorph voll- 
st~ndiger Raum ist, kann man naeh einem Satz yon H. GRAUERT [5] Yon der 
topologischen Trivialit~t des vorliegenden Hauptbiindels auf die komplex- 
analytisehe Trivialit~t sehlieBen, was gleiehbedeutend mit der Aussage von 
Satz 3 ist. Da fiir den zitierten Satz yon H. GRAUERT noch kein Beweis 
ver6ffentlieht wurde, sei es gestattet, Satz 3 in dem fiir das Riemann-Hilbert- 
sehe Problem interessierenden Spezialfall G = GL(n,C) noeh einmal zu be- 
weisen. Hierzu benStigen wir eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes 
yon Rlyl~G~.. Eine entspreehende Verallgemeinerung der hier benStigten Aus- 
sage benutzt  H. GR.~U]:RT [5] beim Beweis seines zitierten Satzes. Ist ~[ = (a i k) 
eine Matrix fiber dem KSrper der komplexen Zahlen, so sei [I9211 : =  v',(i.k lai~l~)l/2", 

Ist ~ l ( x ) =  (a~(x)) eine Matrix yon auf B ( X  holomorphen Funktionen, so 
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sei 119A(x)ttB: =sup{IlgJ(x)lt : x ~ B}. Es gelten, bekanntlich die folgenden 
gechenregeln : 

3) ist ~ ~ C, so tla itll =: l~l il~Ii, 

4) i s t O l + ~ + ~ = o ,  so 

II ~ e ~ ~ - lil < ~t~ll+ll~II÷ll~ll_ (1 + ll~lI + I1~II + II~li) • 

Die im folgenden verwendete Verallgemeinerung des Rungesehen Satzes 
lautet: 

Ist  B ( B'  ( X ,  B kompakt in B', B' kompakt  in X, B relativ B' einfach 
zusammenhangend und 9j(x) eine holomorphe Abbildung yon B in GL(n ,C) ,  
so gibt es zu jedem ~ > 0 eine holomorphe Abbridung 91"(x) yon B'  in GL(n ,C)  
mit llgj'(x) - ~[(x)[!B < e. 

Dies besagt, dab 9A (x) dutch holomorphe Abbridungen yon B' in GL(n ,  C) 
im Sinne der Topologie der gleichm~Bigen Konvergenz auf B approximiert 
werden kann. Fiir n = 1 ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus einer 
von ]~. BEHNKE-K. STEIN [1] bewiesenen Verallgemeinerung des Rungeschen 
Satzes zusammen mit einem weiteren Ergebnis dieser Arbeit, welches besagt, 
dab es auf einer nicht kompakten Riemannsehen Flaehe stets ein Integral 
1. Gattung zu gegebenen Perioden gibt. Aus diesen beiden Satzen sehlieBt 
man auch noch: ist x ~ B ' -  B, so gibt es zu jedem ~ > 0 eine auf B' holo- 
morphe Funktion h(x), deren Divisor auf B' gleieh {x} ist und ffir welehe 
lib(X)- lllB< e gilt. Eine derartige Funktion erh~lt man wie folgt: man 
w~hle h~ (x) als eine auf B' holomorphe Funktion mit dem Divisor {x}, gebe 
ein Integral 1. Ga t tung / (x )  auf B', welches auf B dieselben Integralperioden 
besitzt wie ein gewisser Zweig yon loghl(X) und approximiere die in B holo- 
morphe Funkt ion log h 1 (x) - / (x) dureh eine in B' holomorphe Funktion h~ (x), 
so dab I ] logh l (x ) - / (x )  -h~.(x)]lB< ~] mit en-- 1 < ~ grit; dann leistet h(x):  
= exp (logh 1 (x) - [ (x) - h~ (x)) das Gewiinsehte. 

Nun sei 91(x) eine holomorphe Abbildung yon B in GL(n ,C) ;  ist 91(x) 
= (a~(x)) ,  so lassen sich nach H. BEm~KE-K. STEIN [1] in B' holomorphe 
Funktionen a!~ (x) so linden, 4a13 mit PA(°)(x) : -- (a!°)(x)) iloA(o)(x) - 9A(x)IIB < "/~ 
gilt. Is t  e hinreichend klein, so ist jede in B holomorphe Matrix ~ (x) re_it 
I I ~ ( x ) -  9A(x)ll < e  in B holomorph invertierbar. Der Divisor ~)0 yon 
Det 91(0) (x) auf B' wird im aUgemeinen nieht 0 sein, jedoeh keine Primdivi. 
soren aus B enthalten, g sei die Gesamtordnung des Divisors yon Det 92(°) (x). 
Ist der Primdivisor {x'} in ~D o enthMten und gilt a~)k(x ") = 0 flit  k = 1 . . . .  , n, 
so w~hJe man eine auf B'  meromorphe Funktion ms(x), deren Divisor auf  B'  
gleieh -- {x'} ist und welche die Bedingung 

l i r a 1  ( x )  - 1t] ~ < - -  2g IlWo,(x)IIB 
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erfiillt. ] )ann gilt fiir OA(1)(x):=(ai~ ( ) )  mit = ~i~, ) 
fiir k =  1, n und -(1)~x) a(°) tx  ~ sonst 

E, E 

i t~<l)(x)  - ~ ( x ) l l .  < 2 -  + ~-~ 
Der Divisor ~)i yon Det 0.1(1) (x) ist gteich D 0 -  {x'}. In  entsprechender VYeise 
lassen sich aUe Primdivisoren yon ~)o behandeln, welche gemeinsame Null- 
stelle wenigstens einer Zeile sind. Durch unvoUst~ndige Induktion gelangt 
man somit zu einer in B' holomorphen Matrix OA(t)(x), fiir welche jede Zeite 
in B' den grbl~ten gemeinsamen Teiler 1 hat, fiir die 

2g 

gilt und fiir welche der Divisor ~ yon Det 02(~)(x) auf B '  in ~o enthalten ist 
und die Gesumtordnung g - l besitzt. Sei nun x'e ~ .  Dann gibt es kom- 

plexe Zahlen Ai, i = 1 . . . . .  n, mit ~ A~ a i k (x ' )  = 0 ffir ]c = l . . . . .  u. Ist 2u. =~ 0, 
i = 1  

so setzen wir 

() "1 0 " '1  
0.l(z+l)(X) :---- A, . . .  Ai . . . .  2n 2lm~+l(x) . . . . .  Aioml+dx), . . . ,Anm~+l(x)  9.1(0 (x), 

0 1 " ? ' 1  \ 0 " ' ' 1  / 

wobei m~ + 1 (x) eine auf B' meromorphe Funkgion mit dem Divisor {x'} sein 
soil, fiir welehe 

n m z + l ( x ) _  in  ~ < e 
2g lloA(~) (x)HB . ]]A!] ]/i-i~' + . . .  + lAnl' 

mit A = Z~... ,~°. . .  ~., 

gilt. Es ist dann ~1( ~+ 1)(x) auf :/7' holomorph und ffir den Divisor ~ +  1 von 
Det ~(~+l)(x) gilt ~ + l ~ - ~ - { x ' } ,  und man hat  I lOA(~+i) (x) - -OA(x) l lB< 

a(/A- 1) 
< 2  + 211 . Durch unvollstindige Induktion gelang~ man schhelllich zu 

einer Matrix OA' (x) : = O2(~)(x), welche den gest, ellten Anforderungen geniigt. 
Dem eigentlichen Beweis sei noch ein Hflfssatz vorausgeschickt, der auch 

noch beim Beweis von Satz 4 in einer entsprechend ~bgeinderten Form Ver- 
wendung findet. 

tlilfssatz 1: Es sei X eine nicht kompakte Riemannsche Fli~che, P C X sei 
in X kompakt,  ferner sei {Ux, U,} eine offene ~berdeckung yon P, desgleichen 
sei { V~, V,} eine offene ~berdeckung yon P und V, in U~, i ----- 1,2, relativ kom- 
pakt. Dann gibt es eine positive Zahl 8, welche nur v o n d e r  geometrischen 
Konstellation abh~ngt und die Eigensehaft besitzt: 
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Ist  h(x) eine holomorphe Abbitdung yon U 1 ~ (.72 in GL(n,C) und gilt 
lib(x) - I I I  < (~, dann gibt es holomorphe Abbildungen g,(x) yon Vi, i -~ 1, 2, 
in GL (n, C) mit gl (x) : h (x) g2 (x) ffir x e V1 f~ V~. 
Ein analoges Lemma wurde bereits yon H. CARTA• [4] angegeben; die dort  
vorliegende Beweisidee ffihrt auch hier zum Ziel, da man hier stets nach 
H. BEH~K~-K. STEIN [1] bzw. H. RSHRL [22] bzw. H. TIETZ [26] ein Ele- 
mentardffferential 1 .0 rdnung  in zwei Vergnderliehen angeben kann, welches 
in ( ~  V2)× (VI~  Va) als Divisor die analytische Menge {(x,x)} besitzt. 
Auf einen ausffihrlichen Beweis sei hier verzichtet, da der Beweis aus dem 
sparer ffir Hilfssatz 2 gegebenen Beweis durch die angegebene Modifikation 
hervorgeht. Mit Hiffssatz 1 zeigen wir jetzt, daI3 die Besehr~nkung des zu 
assoziierten Hauptbfindels auf eine in X relativ kompakte Teilmenge P stets 
einen komplex-analytischen Schnitt zul~Bt. Zu diesem Zweck denken ~ r  uns 
einen Atlas der Faserstruktur des Hauptbfindels gegeben; die Kartentr~ger 
dieses Atlas sind offene Mengen U i × GL(n,C). Wir denken uns eine so 
feine Triangulierung yon P gegeben, dal~ jedes Simplex in wenigstens einem 
U i liege. Die hierbei auftretenden endlich vielen 2-Simplexe seien dureh- 
numeriert. Ha t  man bereits einen komplex-analytischen Schnitt fiber 

k 

der Vereinigung U S, der ersten k 2-Simplexe, so kann man eine hinreichend 
u ~ l  

kleine offene Umgebung U dieser Vereinigung als Kartentri~ger in einem 
neuen Atlas der Faserstruktur des Hauptbfindels erhalten. Ist  U' eine hin- 
reichend kleine Umgebung eines 2-Simplexes Sk+ 1 yon P, so gehSrt zu un- 
serem Atlas eine Kartentransformation h(x), welche U f~ U' holomorph in 
GL(n,C) abbfldet. Da bei geeigneter Wahl yon U' und passender Nume- 
rierung der 2-Simplexe ~) U' relativ zu einer geeigneten Umgebung yon U ~) U' 
einfach zusammenh~ngend ist, kann man nach dem Rungeschen Approxi- 
mationssatz eine holomorphe Abbildung ha(x ) yon U w  U' in GL(n,C) so 
linden, dab ffir in U bzw. U" relativ kompakte offene Mengen V bzw. V', 
welche die bereits behandelt'e Vereinigung yon Simplexen bzw. das neu hinzu- 
genommene Simplex fiberdecken, 

lth~(x) ha(x)  - l l l v ~ v ,  < 
gilt. I)ann kann man aber auf h(x) : = ht(x ) h~(x) I-Iilfssatz 1 anwenden und 

k + l  

erh~lt damit einen komplex-analytischen Schnitt im Hauptbfindel fiber 19 ~ .  
u = l  

Nach endlich vieten Schritten hat  man also einen komplex-analytischen 
Schnitt fiber P gewonnen. Dieses Ergebnis wenden wir nun auf eine Folge 
((P.)) yon in X enthaltenen Mengen mit den Eigenschaften 

1) P ,  ist relativ kompakt  in P~+I, n = 1, 2 . . . .  gelegen, 
2) zu jeder in X relativ kompakten Menge B gibt es ein n mit B (  P~. 
3) P~ ist relativ P , + I  einfach zusammenh~ngend ffir n ---- 1, 2 . . . .  

k 
2) Man hat dabei die 2-Simplexe so durchzunumerieren,daft LJ Sx mit S~+1, k = 1,2 .. . . .  

niemals 3 1-Simplexe gemeinsam hat; auf die MSglichkeit einer solchen Numerierung 
wird in [1 a] hingewiosen. 
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an. Die Existenz derartiger,,Aussch6pfungsfolgen" ist bekannt (vgl. H. BEHNKE- 
K. STv.r~ [1]). Es sei also s,,(x) ein komplex-analytischer Schnitt fiber P,~ 
in dem zu ~ assoziierten Hauptb/indel. Da ffir x E Ui ~ Uj ~ Pn 

= 

gilt -- ( . . .}-1 ist als Inversenbildung in GL(n ,C)  zu interpretieren --,  de- 
finiert die Kollektion der { ~0iT~(s . (x))} -~ q~(8~ +~ (x)) eine holomorphe Ab- 
bildung f~ (x) yon P,~ in G L  (n, C). Weil abet P~ relativ P .  + ~ einfach zusammen- 
h~ngt, karm man naeh dem Rungeschen Approximationssatz holomorphe 
Abbildungen h,~ ( x) yon P,~ in G L (n, C) mit h~ ( x) = 1 ~ G L (n, C) so linden, dab 

n = l  

im Sinne der kompakten Konvergenz auf X konvergiert. Also ist /(x) eine 
holomorphe Abbildung yon X in GL(n ,C) .  Setzt man sehliel]lich auf P~+~ 

c ~  

H~+~(x) : = h~+~(x) l ~ ( h z ~ , ~ ( x )  £ + m ( x )  h~+,,+~(x)),  
m ~ l  

so ist die Definition 
~i(x) : -~ q~(.~(sn(x)) . H~(x)  fiir x ~ U i ~ P.,~ 

konsistent, und man hat  in der Kollektion dieser 2~ (x) einen komplex-analyti- 
schen Schnitt im Hauptb/indel gefunden. 

4. Komplex-analytische Faserriiume mit einer kompakten Riemannschen Fl~iche 
als Basis, G L (n, C) als Strukturgruppe und P~ als Faser 

Bei der Untersuchung komplex-analytischer Vektorraumbfindel (X, ~, C ~) 
ist es vern/inftig, die Cohomologiemoduln Hq (X, ~2 (X0 $, Cn)) zu betrachten; 
dabei werde wie fiblich unter  ~ (X ,  ~, C n) die Garbe der lokalen komplex- 
analytischen Schnitte in (X, ~, C n) verstanden. Trit t  jedoch an die Stelle 
yon C n der komplex-projektive Raum pn als F aser, so ersetzt man zweck- 

m~Bigerweise ,Q(X, ~, C n) durch eine Garbe ~ ( X ,  ~, pn), die wie folgt erkl/~rt 
wird. Im pn wird in bestimmter Weise der C n ausgezeichnet. Sind z I . . . . .  z~ 

' . ' mit ' v 1, .  n die Koordinaten im C ~, so kan r /man  z~, zl . . . .  zn Z o Z ~  z'v, = . . ,  
als Koordinaten im pn betrachten. Ist  dann ~ ~ GL(n ,C) ,  so entspricht 9A 

die dureh 0i'~1 eharakterisierte Abbitdung des P~. Ist  nun ein komplex- 

analytisetmr Sehnitt ~(x) fiber U ( X  im F ~ e r r a u m  (X, ~, pn) gegeben, so 
kann men die I)arstellungen yon 8(x) in lokMen Koordinaten ansehreiben; 
dabei erh~lt man in U~ die z; als holomorphe Funktionen. ~Vir setzen dann 
s~{x):=(z~(x) . . . . .  z~(x)). Besitzt s(x)  in einer Koordinatendarstellung die 
Eigenschaft, dab z~ (x) nicht identisch verschwindet, so liegt diese Eigenscha~t 
in jeder Koordinatendarstellung vor. Ein Schnitt yon dieser Art  sei als nicht 
ent~rtet  bezeichnet. Man iiberlegt sich leicht, daI] die Menge der nicht ent- 
arteten Schnitte fiber U in n~tiirlicher Weise mit der Struktur  eines K (X)- 
Moduls versehen ist, falls unter K (X) der KSrper der auf X meromorphen 
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Funktionen verstanden ~4rd. ~ (X, ~, P") sei die Garbe der lokalen komplex- 
analytisehen nicht entarteten Schnitte. Das Ziel dieses Paragraphen ist der 
folgende 

Satz 4: Ist X eine kompakte Riemann, che Fldche, K (X) der K6rper der au/ X 
meromorphen Funktionen und ~ C Hi(X, G L(n, C)o), so gilt 

K (X) - d imH°(X ,~ (X ,  ~, P~)) = n . 

Beweis: A) Es seien s(1) . . . . .  s (~1 E H°(X, ~ (X ,  ~, P")). Nun soil der Rang 
dieser l Sehnitte erkl/~rt werden. Dazu w~hle man ein Ui aus und gebe dort  
die Koordinatendarstellungen s! a) (x) = (z~ (a) (x) . . . . .  z~ (a) (x)), 2 = 1 . . . . .  l, der 
vorliegenden Sehnitte an. Unter  dem Rang der Sehnitte s(1) . . . . .  8(~) in U i sei 
dann der Rang der Matrix 

:!"i!:! 'i12' ;!?'!:'} 

in Ui verstanden. Wie man leicht naehrechnet, ist der Rang unabhi~ngig yon 
der Wahl yon Ui, weshalb man yore Rang der Sehnitte s(1) . . . . .  s(z) schleehthin 
sprechen kann. Nach einiger Zwischenreehnung finder man: sO) . . . . .  s(t) sind 
genau dann linear abh/hagig fiber K (X), werm der Rang der Sehnitte s(1) . . . . .  s(1) 
kleiner als I i s t .  Daraus ergibt sich aber unmittelbar, dab die Dimension 

yon H°(X, ~ ( X ,  ~, P~)) hSchstens nist .  Um nachzuweisen, dal3 die Dimension 
gleich n ist, ziehen wir einen Satz yon S. NAXA~rO [16] heran, der eine Aussage 
fiber komplex-analytisehe Vektorraumbfindel mit einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit als Basis maeht. Da X als algebraisehe Mannigfaltigkeit i m p s  auf- 
geraint werden kann, daf t  man S. NAXA~Os Theorem 4 anwenden. .Aus ihm 
sehliel3t man: ist ~ H I ( X ,  GL(1,C),o) geeignet gewiihlt, so existieren in 

H°(X, ~ ( X ,  ~ @~, P~)) n Sehnitte t(l) . . . . .  t(n), deren Rang n ist, welehe also 
fiber K(X)  linear unabhgngig sind. Da aber ffir jedes ~ 6 HI(X, GL(1,O)o) 
die Dimension yon H°(X, ~ ( X ,  ~, p1)) pos i t i v i s t  --  dies folgt z .B.  aus 
einem Satz yon K. KODAmA und D. C. SPE~OV.R [13] - - ,  gibt es einen 

vom Nullschnitt verschiedenen Schnitt t E H°(X, ~ ( X ,  ~-1, p,)). Wegen 

t ® t(1),..., t ® t(n) cH°(X, ~ ( X ,  ~, pn)) hat  man nunmehr Schnitte gewonnen, 
die im gewfinsehten Cohomologiemodul liegen und fiber K(X) linear un- 
abhi~ngig sind, weil t nicht der NuUsehnitt ist. 

B) Der hier angegebene Beweis verwendet starke Hilfsmittel aus der 
algebraisehen Geometrie. Diese lassen sieh umgehen, falls man den Spezial- 
fall X = p i  im Auge hat. Es sei gestattet,  ffir X = p i  einen verhi~ltnismiiBig 
elementaren Beweis arrzugeben. 

Dem eigentliehen Beweis sehieken wit voraus 

Hilfssatz 2: Es sei XlEP i, {U1, U~} eine offene l~berdeekung yon / a  mit  
U1 C p i _  {xl} ' ferner sei { V1, V~} eine offene ~berdeekung yon p i  und V~ relativ 
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kompakt  in Us, i = 1, 2. Dann gibt es eine positive Zahl ~, welche nur yon 
der geometrisehen Konsteilation abhi~ngt und die Eigenschaft besitzt : 

Ist  /(x) eine holomorphe Abbildung yon U 1 ~ U 2 in GL(n, C) und gilt 
I[/(x) - 11[ < ~, dann gibt es holomorphe Abbildungen gi(x) von Vi, i ~-- 1, 2, 
in GL(n,C) mit gl(x) -=/(x) g~(x). 
Beweis des Hil|ssatzes: Es kann angenommen werden, dab U~ dureh t(x) 

mit t(xl) -= 0 konform auf den Einheitskreis abgebildet ist. Ferner kann noeh 
verlangt werden, dab die R~nder der U i und V~ glatte Kurven sind. Nun 
w~i~hlen wir eine positive Zahl a mit 

a < Min [Dist({t : ltl < 1}, t (Rd V~)), Dist( t(Rd U2), t (Rd V~))], 

wobei Dist(x,y) die euklidisehe Distanz yon x, y ~ C sein mSge. Unter  V~,~, 
i = 1, 2, k ~  1, 2 . . . . .  verstehen wir dann diejenigen Gebiete auf X, fiir 
welehe t (RdVi ,  k)eine Paraltelkurve zu t (Rd U~) im Abstand a - 2 - k a  ist 
und die relativ kompakt  in Ui tiegen. Wir w~hlen weiter x~ ~ X -  U S. Ist  
dF~, (x,z) ein Elementardifferential 1. Ordnung und zweier Ver~nderlicher wie 
in [22] oder bei H. TIETz [26], dessen Charakterisierungsdivisoren nur den 
Primdivisor {xl} enthalten, so gibt es, wie man leicht einsieht, eine Zahl K mit 

~. < 2~tK 
tdF~,(z ,x)[=--~-- '2k-1  fiir xE VI,~+ 1 

R d  

~. Id.Fz, (z,x)] ~ 2~tg .2k_ 1 fiir xE V2 k+l 
R d  

und alle k----- 1, 2 . . . . .  Es wird behauptet,  dag ~ : =Min  1 ,  ~ -  1 + 

die Aussage des Hilfssatzes sieherstellt. Um dies zu beweisen, setzen Mr 
[o(X) : -.~ ](x) ~ir x E VI, oF~ V2,o. Ist  bereits [~(x) als holomorphe Abbfldung 
yon Irl, e~V~,~  in GL(n,C) definiert und [l[~(x)- lI[v~.~nv~, ~ < 1, dann 
werde in V~, ~ f~ V~, 

he(x)  : 
( -  1) ~ 

= - -  m ( h ( x )  - 1)  ~ 

1 
/ h, (z) d F~, (z, x) h~,~(x) : - 2~ i  

Rd F~.~ 
1 / h~(z) d F~,(z, ~) h~,~(x) : -- 2~ i 

gesetzt. Damit wird h~,,(x) + h,(x) + h, , , (x)  = 0 ,  und es gelten die Ab- 
seh~tztmgen 

K ~ K 8 
l t ~ , ~ ( ~ )  - l t i u . ~ + , ~ . ~ ÷ ,  ~ "  ~,  l l~, ,~ - l i l u . ~ . ~ . ~ + ~  - < - "  ~-r,  - -  - -  a 

wie man nach einiger Zwisehenreehnung finder. Endlich definiert man noeh 

t , + l ( x )  : ----- exp(h t , , ( x ) ) . / , ( x ) ,  exp(h, . , (x))  ffir x ~ V~.,+~ V,.~+x 



Das Riemann-Hitber tsche Problem 17 

und gewinnt die Beziehung 

Da 

/(x) = exp ( -h , ,  0 (x)) . . .  exp ( - h i , ,  (x)) h +l(X)" exp ( - h , , ,  (x) ) . . .  exp ( -h , ,  o (x)) 

ffir x E V1 ~ V~ gilt und dort  die Folge der ]~ (x) gleichm~Big gegen 1 konvergiert 
oo 

und wegen der obigen Absehgtzung aueh noeh die P roduk te / / ex15  ( -ha .  k (x)) 
k=0 

gleiehm~Big in Vt konvergieren, ist der Beweis des Hilfssatzes erbraeht. --  
Dieser Beweis ist, wie bereits friiher erwi£hnt, einem Beweis yon H. C ~ -  
TAN [4] naehgebfldet. 

Nun zum Beweis yon Satz 4 fiir den Fall X = p1. Wir geben uns als 
~berdeckung von X ein System L~ C X - {xl}, U s yon offenen Mengen vor. 
U1 ~ Us sei vom Typ des Kreisringes. Nach Satz 3 ist die Beschr/inkung des 
Cozyklus ~ auf U 1 wie auf U s der triviale Cozyklus. Damit li~$t sieh (X, ~, P ' )  
durch eine holomorphe Abbildung g(x) yon Ulf~ U s in GJL(n,C) definieren. 
Der Satz wird also bewiesen sein, wenn man eine offene ~berdeekung { V1, V2} 
von X mit V~ C Ui, i = 1, 2, und nicht singuli~re, in V~ meromorphe Matrizen 
mi(x ) mit ma(x ) =g(x)m~(x) ,  x E VI~  V2, angegeben hat. Erfiillt g(x) die 
Voraussetzungen yon Hiffssatz 2, so ist man bereits fertig. Andernfalls gebe 
man sich zwei offene, in Ui relativ kompakte Teilmengen Wi, i =-1, 2 mit 
W 1 ~J W~-----X vor, in denen jeweils V i relativ kompakt  liegt. Weiter kann 
man eine Matrix re(x) so finden, dal~ g-a(x) - re(x) in W 1 <~ W2 meromorph 

8 
und meromorph invertierbar und IIm(x)lt w, n w, < ilg(x)llw ' n w, ist. W~hlt 

man e hinreichend klein, so i s t / ( x )  : = g(x) (g(x) - I -  re(x)) eine holomorphe 
Abbildung von W x ~ W~, welehe die Voraussetzungen yon Hilfssatz 2 erffillt. 
Alsdann hat  man in ml(x) : = gl(x), m2(x) : = (g(x) - I -  re(x))g2(x) Matrizen 
der gewiinschten Art  gefunden. 

Corollar (Heftungslemma): Ist  X eine kompakte Riemannsche Fli~ehe, 
{U 1, U~} eine offene ]~berdeckung yon X und h (x) eine holomorphe Abbildung 
yon U I ~  U~ in GL(n,C), so gibt es auf Ui meromorphe und nichtsinguliire 
Matrizen me (x), i = 1, 2, fiir welche in U x ~ U 2 

ml (x ) = m2(x ) h(x) 
gilt. 

Wie man sieh leieht iiberlegt, ist dieses CoroUar nur eine andere Formu- 
lierung yon Satz 4. 

Die Si~tze 1--4, zusammen mit den ersten Bevaerkungen des Beweises 
yon Satz 4, ergeben 

Theorem I: Ist X eine Riemannsche Fl~he,  X '  ( X eine Teilmenye yon X 
ohne Hdu/ungspunkte au] X und # ein Honun~rphismus yon xt 1 ( X -  X' ,  Xo) 
in GL(n,C), so gibt es ~tets elne au/ ~ - " ~ X '  meromorphe und nichtsingul~re 
Matrix q~(~ ), welche i£ber X '  nut Stellen der Bestimmtheit besitzt und fiir ~edes 

Math. Ann. 133 2 
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E rcl(X - X ' ,  xo) der Bedinflung 

~ " ~ (~o) - / ~  (~) ~ (~o) 
geniigt. 

5. Die Abhiingigkeit der L~sungen yon den Yerzweigungspunkten 

I m  folgendeu soll untersucht  werden, in welcher Weise die Verzweigungs- 
punk te  in die naeh Theorem I existierenden Matrizen c~(;~) eingehen. Als 
erstes mSge diese Fragestel lung pr~zisiert werden. Wir  denken uns hierzu 
ein Sys tem {x~ . . . . .  x~} ( X '  yon  endlieh vielen Verzweigungspunkten ge- 

t I geben. Jedem xx, ~ = 1 . . . . .  k, ordnen wir eine offene Umgebung  U~, yon  xx 
auf  X zu. U" so]] der , ,Variabilit~tsbereieh" fiir x" werden, soweit dies fiber- 
h a u p t  sinnvoll ist;  die Monodromie ju soll jedoch , ,unabh~ngig" yon  der Wahl  
yon  x~ ~ U" sein. Falls zwei Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  ~ r d  man  
mit  gewissen , ,En ta r tungen"  reehnen mfssen.  Deshalb wollen wir uns da rauf  
besehr~nken, die Verzweigungspunkte  jeweils nur  so variieren zu lassen, daI3 
keine zwei yon  ihnen zusammenfallen.  Zu diesem Zweeke verlangen wit, 

X I . • ° ,  dab stets U" ~ ( X ' -  ( 1, x'k}) leer ist. Darfiber hinaus k o m m e n  fiir die 
Be t raeh tung  nur  und  genau die k-tupel aus U~ × • • • × U~ - A in Frage, wenn 
mit  LI die Menge derjenigen k-tupel aus U~ × • . .  × U~ bezeichnet wird, ffir 
welehe wenigstens zwei Komponen ten  fbere ins t immen.  Setzen wir nun  f f r  
(x* . . . . .  x~) ~ u i  x . . .  x u~ - / I  

t . t t X , .  . . . . .  ~ , . .  = ( x  - {xl  . . . . .  x~}) ~ {xt  . . . . .  x~} 

und ist der IMnkt  x 0 in X - (X'  ~ U~ w • • • w U~) gew~hlt, so gibt  es einen 
na t f r l iehen  Isomorphismus  tx~ x~ yon  gl  (X - X ~  x*, x0) auf  g l  (X - 

1 ' ' ' "  k 1 ' ' ' "  k 

- X ' , x o ) .  Ferner  werde f f r  X × ( U ~ × . . . × U ~ - A )  kiirzer Xu  und  f f r  
( X ' - { x ' l  . . . . .  x~})×(U~ × ' " ×  U ~ - A ) ~ z J '  entspreehend X n mit  ~ I :  

k 
• "~  X $  r i - -  = t J  {13 {(x*, x * , .  x~) :  ( ~ . . . . .  x~) ~ U ~ × ' " ×  U~ A}} geschrieben. 

N u n  ordnen wir jedem (x* . . . . .  x~) ~ U~ × . . .  × U~ - A das Problem 
(X, X~,  ..... ~ ,  e~ ..... ~ o p) zu und  fragen naeh nicht  singul~ren, auf  dem uni- 

versellen ~ber lagerungsraum ~ Xh  Xfl yon  X n - meromorphen  Matrizen ~ ,  
welehe die folgende Eigensehaft  besitzen: 

I s t  ~ die natiirliche Abbfldung yon  X n -  X~ auf  U~ × . . .  × U ~ -  ~J, 
"--"-----7 v 2 die na t f r l iehe  Projekt ion  yon  X ~ -  X n auf  X n - X n und  f f r  

? t 

( ~  . . . . .  X~) ~ U 1 × . . .  × U k - zJ 

~** ... ~. die natiirliehe Projekt ion yon  X~-'~'-~.  %. auf  eine geeignete 

zusammenh~ngende Komponen te  Z** ..... .~, von (Z o v/) -~ (x* . . . . .  x~'), so 

gilt ffir die Beschr~nkung ~[Z** ..... ~. yon  ~ auf  Z** ..... %.: 

Ftir jedes (~*, z~) ~ U~ × . . . .  × U' . .  ~ A ist IZ~, ..... %,) eine . ,  , _ . . . . .  

t 

I ~ s u n g  yon  (X, X ~  ..... **, t** ..... ~** o #). 
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Dies eben formulierte Problem werde mi t  (X, X',  11, ~u) bezeiehmet. Ent -  
sprechend wie friiher heiBt eine LSsung ~ von (X, X',  11, #) holomorph, wenn 
die Matrix ~3 holomorph invert ierbar ist. 

Der natiirliehe Homomorphismus yon ~I(X - X',  xo) in ~¢I(Xn- X{i , 
(xo, x' 1 . . . . .  x~)) sei mit  ~ bezeichnet. Offensiehtlich ist notwendig fiir die 
LSsbarkeit von (X, X', 11, #) 

(4) ]-1(0) < /~-1(0). 

Am einfachsten liegen die Verhiiltnisse, falls j -1 (0) = 0 gilt. Das letztere ist 
gleichbedeutend damit,  dab ffir alle (x~ . . . . .  x~) ~ U[ × • • • × U~ - zJ eine - -  
und damit  jede - -  zusammenhiingende Komponente  yon (Z o ~v)-I (x[ , . . . ,  x~) 
in natfirlicher Weise universelle l~berlagerung yon X " ' - X~, ~. ist. ] - 1 ( 0 ) = 0  

1 " ' ' "  k 

finder stat t ,  wenn die U~, ~ = 1 . . . . .  k, einfach zusammenh~ngend und paar-  
weise fremd sind: dann ist Xu - X{~ homSomorph zu (X - X' )  X U~ × - . -  × U~; 
in diesem Falle ist j sogar ein Isomorphismus auf g l (Xu  - Xh,(x  o, x'l . . . . .  x~)). 

Es soll jetzt  (X, X' ,  11, #) nur noeh ftir den eben angegebenen Fall behandelt  
werden. ~Vie beim Riemann-Hilbertschen Problem spalten wit (X, X',  ~,/~) 

in zwei Teilfragen auf. Zuerst suchen wir eine niehtsingulgre, auf  X u -  2~h 
meromorphe Matrix ~ ,  welche die Eigenschaft besitzt : 

ffir jedes x* ( 1 . . . . .  x~) ~ U1 × • • • × U~ ist ~3[Z** ..... ** 
(5) 

eine LSsung yon (X - X~.~,..., ~.,~ ~b, t~,,...,~, o/~) .  

In  einem weiteren Sehritt  werden die evtt. vorhandenen SteUen der Unbe- 
st immtheit  zu Stellen der Best immtheit  gemaeht.  

Wie man  sofort sieht, ist die Konstrukt ion des Cozyklus ~t, ~ H1 (X, GL (n,C)o) 
unabhgngig davon, dat~ die Basis X eine Riemannscbe Fli~ehe ist. Die an- 
gegebene Konst rukt ion lggt sich genau wie friiher fiir komplexe Mannig- 
fattigkeiten durchfiihren. Somit kSnnen wir mit  den obigen Bezeiehnungen 
den Cozyklus ~ o i _ ,  E Hx(Xu - X h, GL(n,C)o) als definiert ansehen. Da  
X n -  X h zu (X - X')  × U{ x • • • × U~ homSomorph ist, kann ~ , o i - '  zu einer 
offenen ~berdeckung yon X u -  X h gewi~hlt werden, deren Elemente einfaeh 
zusammenhgngend und deren paarweise Durehsehnitte ebenfalls einfach zu- 
sammenh~ngend und zusammenhgngend sind. Damit  1/iflt sich aber der Be- 
weis yon Satz 1 iibertragen. So gelangt man zu 

S a t z  5 :  Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer au[ X ~  Xh 
holomorphen und holonmrloh invertierbaren Malrix ~} mit der Eigenscha/t (5) 
ist die TrivialitOA des Cozyklus ~ ,o i - ' .  

I s t  nun eine auf  X n - X{t holomorphe und holomorph invertierbare Ma- 
t.fix ~ ,  welehe (5) geniigt, gefunden, so suehen wir wieder naeh dem friiher 
angegebenen Verfahren den Cozyklus ~3 E Hx(Xu, GL(n, C)o~) zu konstruieren. 
Hierzu ist der Begriff der Stelle der Best immtheit  ebenso zu formulieren wie 
in 1., wobei jedoeh anstelle der lokalen Uniformisierenden t(x) bier eine in 
einer vollen Umgebung U des betreffenden Punktes  holomorphe Funkt ion zu 

2* 
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w~hlen ist, deren genaues Nullstellengebilde in U mit  Xh ~ U zusammen- 
f~llt. U m  ~ wirklich zu konstruieren, miissen wir yon einer geeigneten offenen 
t~berdeckung yon X n ausgehen: dazu w~hlen wit  eine offene (~berdeekung yon 
X u - X~a und nehmen zu ihr die Mengen U~ X U~ X • • • x U~, u = 1, 2 . . . . .  
hinzu, wobei die U ' ,  x = 1, 2 . . . . .  offene, zusammenh~ngende und einfach 
zusammenh~i~gende Koordinatenumgebungen mi t  X '  C U U~ sind. Fiir die so 

k 
gegebene offene ~berdeekung von X U lassen sich wie in 2. die gij konstruieren, 
wobei man  die friiher verwendeten lokalen Unfformisierenden t~ (x) durch eine 
in U" X U~ X • • • x U~ holomorphe Funktion zu ersetzen hat, deren genaues 
NuUsteUengebilde in U ~ x U ~ x . . . x U ~  mit  X h ~ ( U ' x U ~ x . . . x U ~ )  
iibereinstimmt. Man zeigt dann leicht, dag die gij holomorphe Abbildungen 
in GL(n,C) darstellen und somi~ einen Cozyklus ~ E H I ( X n ,  GL(n,C)~,) de- 
finieren. Wie vordem beweist man nun 

Satz 6: Ist ~ wie in Satz 5 bestimmt, so gilt: 
1) ist X nicht kompakt, so ist /i~r die Existenz einer holomorphen LSsung 

yon (X,X',~I, ~) notwendlg und hinreichend, daft der Cozyklus ~ trivial ist; 
2) ist X kompa]ct, so ist /i~r die Existenz einer LSsung yon (X,X' ,  ~A,/~) 

notwendig und hinreichend, daft das zu ~ assoziierte Biindel (X~, ~ ,  pn') 
einen komplex.analytischen Schnitt s(u) zuldflt, ]iir welchen der Trdger des 
Divisors yon s(u) heine der analytischen Mengen X x x ~ x . . . x x ~ ,  
(x~ . . . . .  x*) E Ui X " . X U~ enthdlt. 

Dabei werden sinngem~g unter dem Tr~ger des Divisors yon s (u) dieMengen 
aller ~ ( X n mit  ~ .~(s (u) )  ~ GL(n,C) verstanden. 

Weiter best~tigt man noch leieht, dag das Corollar zu Satz 2 auch jetzt  
noeh seine Giiltigkeit behalf, wenn nur X nieht kompakt  ist. 

I m  Hinbliek auf  Satz 5 und 6 wird yon Interesse 
Satz 7: Ist X eine nicht kompakte Riemannsche FlSche und G eine komplexe 

Liesche Gruppe, so besteht HI(Xu, G~,) nur aus dem trivialen Element. Ist Y 
eine beliebige Riemannsche Fidche und Y' eine Teilmenge yon Y, welche au] Y 
keinen Hdu/ungspunkt besitzt, so besteht I ~ ( Y ~ -  Y~, G~) nur aus dem tri- 
vialen Element. 

Beweis: In  den angegebenen F~llen ist X u bzw. Y u - - Y ~  homSomorph 
dem Produkt  aus einer nieht kompakten  Riemannschen Fl~ehe und dem 
Produkt  U~ X • • • × U~. Da  die ganzzahligen Homologiegruppen der Faktoren 
s'amtlieh torsionsfrei sind, gilt dies naeh einem bekannten Satz aueh fiir X u 
und Y ~ -  Y~. Die ganzzahligen Itomologiegruppen dieser Riiume lassen sich 
also vollstiindig dureh ibxe Betti-Zahlen eharakterisieren. Somit erreehnet 
man  nach der Kiinnethsehen Formel leieht 

H ,  (X~,) = H ,  ( Y ~ -  Y~) = 0 fiir q > 1. 

Dami t  l a s t  aich abet  der erste Beweis yon Satz 3 iibertragen. Es sei darauf  
hingewieaen, dab aueh die zweite Beweismethode yon Satz 3 hier zum Ziele 
ffihrt, falls man  als L ie~he  Gruppe G wie friiher die Gruppe GL (n, C) zugrunde 
legt. 
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Mit Satz 7 ist also bereits bewiesen, dab fiir nicht kompakte Riemannsche 
Fli~chen X das Problem (X, X', 11,/z) stets holomorph gelSst werden kann. 
])as besagt, dab man in diesem Fall die Abh~ngigkeit der LSsungen des 
Riemann-Hflbertschen Problems yon den Verzweigungspunkten im kleinen 
als holomorph voraussetzen kann. 

AbsehlieBend ben6tigt man also noch: 
Satz 8: Es seien X eine kompakte RIEMA~r~sche Fliiche und U~ . . . . .  U~ zu. 

sammentdingende, ein/ach zusammenh~ingende und paarweise /remde Teilgebiete 
yon X .  Ist dann ~ E H I ( X x  U~ x " "  x U~, GL(n,C)~), so besitzt daz zu 
assoziierte Faserbiindel (X  x U{ x • • • × U~, ~, pn') einen komplex analyti, 
schen Schnitt s , / i ir  welchen der Trdger des Divisors yon s keine der analytischen 
Mengen X x { xi} x "  • • x { x~} mit (x 1 . . . . .  xk) E U'I X " " X U'~ entMilt. 

Beweis: Hat  X das Geschlecht 0, so li~Bt sich die Beweisidee B) von Satz 4 
aueh hier anwenden; die friiher angestellten Betraehtungen fiihren dann zu 
Satz 8. Die Details seien dem Leser iiberlassen. Im allgemeinen Fall kann 
man wie folgt vorgehen (vgl. S. N)-KANO [16]). Wir bezeiehnen der Kiirze 
halber U~ X • • • x U~ mit U. ~ definiert dann ein komplex analytisehes Vektor- 
raumbfindel (X x U, ~, Cn). Nun sei x ,  E X. ])ann ist B : = {x,} X U eine 
irreduzible, rein k-dimensionale analytisehe Menge in X X U. Der zu B ~e- 
hSrende Divisor bestimmt in natiirlieher Weise ein Element fl E H I ( X  X U, 
GL(1, C)~). ])ann gilt: 

o-+~(x x u, fl-~®~,c~) £ ~9(x x u, ~, c~) & #({x,} x u, ~ I {x,} x u,c~)-+o 

ist eine exakte Folge yon Garben; dabei ist t die Injektion und ~ die Besehrlin- 
kungsabbildung, } ] {x,} x U die Beschrankung yon } auf {x,} x U. Also ist 
auch die Folge 

H°(9(X x U, ~, C"))" H°(~9({x,} x U, ~({x,} x U, C"))-+ 
-~ H , ( ~ ( X  x U, ~- '®~,  C-)) 

exakt. Ist  } so gewi~hlt, dab HI(~2(X x U, f l - l®},  Cn) )=0  gilt, dann 1st 
ein Epimorphismus. ])as l~aserbfindel ({x,} x U, } ] {x,} x U, C n) ist nach 

Satz 7 bzw. H. GRAU]~RT [5] komplex analytiseh trivial. Is t  J (U) der Integriti~ts- 
ring der auf U holomorphen Funktionen, so ist H°($2 ({x,} x U, ~ l {x,} X U, Cn)) 
in natiirlicher Weise mit der Struktur  eines J(U)-Moduls versehen und die 
Elemente (($~1 .. . . .  ($j~),~=l . . . . .  n, bilden eine J(U)-Basis yon H0(~({x ,}  x U, 

I {x.} x U, C')). Somit gibt es n Elemente aus H°(f2(X x U,~,C')),  deren 
Rang fiir (u 1 . . . . .  uk) E U gleich n ist. 

Wie man naeh einiger Rechnung finder, gilt mit ~ als der natiirliehen 
Projektion yon X x U auf U und dem bereits in 4. verwendeten Cozyklus 

H~(Q(X x U, ~-~® ~*(~) ® ~, C~)) = 0 .  

])er weitere Beweis verl~uft dann ebenso wie in 4. 
Damit erhalten wir sehlieBlich 
Theorem I h  Sind U'I . . . . .  U'k C X ~arwei~e /remde, zusammenhi~ngende und 

ein/ach zusammenhiingende o/]ene Umgebun~en yon x~ . . . . .  x~, {x' , .... x~} C X ' ,  



22 HELMUT R6H~: 

so ist das Problem (X, X', II, ~) stets 16sbar. Ist X nlcht kompakt, so gibt es 
holomorphe I~sungen yon (X, X', ~l, p). 

Dami t  ist gezeigt, dab die LSsungen des Riemann-Hi lber tschen Problems 
Yon den Verzweigungspunkten analyt iseh abhiingen. 

6. Die Abhiingigkeit der LSsungen yon der Monodromie 

Die im letzten Absehni t t  bereitgestellten Mittel gestat ten,  aueh die Ab- 
h~ngigkeit  der  LSsungen des Riemann-Hi lber tschen Problems von  der Mono- 
dromie zu untersuchen.  Wenn  m a n  yon  der Abh~ngigkeit  v o n d e r  Monodromie 
spricht, wird man  folgendes im Auge haben.  Man gibt sich X und  X '  fest vor. 
/~ ist eindeutig bes t immt  durch  seine Wer te  auf  einem kanonisehen Erzeu- 
gendensystem yon  ~ I ( X -  X ' ,  x0). N u n  ~ndert  man  die Wer te  von  ~u auf  
endlich vielen Elementen  des gew~hlten kanonischen Erzeugendensystems ab 
und~fragt ,  wie sich dabei die gegebene L6sung des Riemann-Hi]ber tschen 
Problems ~ndcrt.  Wir  verallgemeinern und  pr~zisieren nun  die Fragestellung. 
Es seien ~h . . . . .  ~% . . . .  die Elemcnte  eines kanonischen Erzeugendensystems 
yon  ~ I ( X  - X ' ,  x0). U 1 . . . .  , Uk seien offene Teilmengen yon  GL(n,C), wobei 
GL(n, C) mit  der natiirl ichen komplexen S t ruk tur  versehen sei. Es soll dann  
/~(~) in U~, u -~ 1 , . . . , / c ,  variicren. Dazu  t reffen wir vorderhand  die Vor- 
aussetzung, daft al . . . . .  ~k nieht  ein volles kanonisches Erzeugendensys tem 
yon  ~1 (X - X ' ,  x0) bilden. UmfaBt  das Erzeugendensys tem unendlich viele 
Elemente,  so denken wir uns #(~k+l) . . . .  fest gegeben; andernfaUs sei k so 
gew~hlt, daft 0¢ 1 . . . . .  ~ + 1  das Erzeugendensys tem ist. I m  ersten Falle ist es 
unmi t te lbar  klar, daft es zu jeder Wahl  yon  /~ (~¢~) E U~, u ----- 1 . . . . .  k, cinen 
Homomorph i smus  yon  gl  (X - X ' ,  x0) in GL (n, C) gibt, der auf  den ~ die 
gegebencn Wer te  # ( ~ )  ann immt ;  im zweiten Falle existiert ein derart iger  
Homomorph i smus  jedenfalls, wenn ~k +1 X - X '  zerlegt und  # (c% +1) geeignet 
gew~hlt wird, was auBerdem noch vorausgesetzt  sei. Der hierdurch definierte 
Homomorph i smus  werde m i t / ~  ..... ~k bezeichnet.  

Wi t  bflden nun  Y : ---- (X - X ' )  × U 1 × • • • × U k und  fragcn nach einer auf  

dem universeUen ~ber lagerungsraum Y yon  Y meromorphen  und  nieht  sin- 
gul~ren Matr ix ~ mi t  der folgenden Eigenschaft  : 

I s t  ~ die natiirliehe Abbi ldung von  Y auf  U 1 × • • • × U~, ~ die natiirliche 

Projekt ion yon  Y auf  Y und  fiir p (~ )  E U~, ~ = 1 . . . . .  k, ~ ..... ~k die natiir- 

fiche Projekt ion  yon  ~ auf  eine geeignete zusammenh~ngende  K o m .  
ponente  Z~(~) ..... ~(~) yon  (Z o ~)-l(~u(~) . . . . .  /~(~)), so gilt fiir die Be- 
schr~nkung ~ [ Z ~ ( ~ l  ) . . . . .  f#(0C/~) yon  ~} auf  Z.(~) ..... ~(~): 
ftir jedes (p(cq) ..... /~(~)) ~ U I × .. • × U~ ist 

* 

eine L6sung yon (X, X', P=I ..... =~). 
Dieses Existenzproblem werde mit (X, X',/~, )2) bezeichnct. Wie friiher 
spreohen wit auch hier yon holomorphen LSsungen, falls ~ holomorph und 
holomorph invertierbar ist. 
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Es gilt das folgende 
Theorem I I I  a: Enth~It das l~anonische Erzeugendensystem van z~l ( X - -  X ' ,  Xo) 

unendlich viele Elemente oder zerlegt cz~+l X - X ' ,  so ist ( X , X ' ,  ~, 11) stets 15sbar, 
wenn nur  U 1 . . . . .  U k ein[ach zusammenldingende, in  G L ( n , C )  en~hattene Hole. 
morphiegebiete yon Homologietypus der Zelle sind. Is t  X nicht kompalct, so gibt 
es holomorphe LSsungen yon (X,  X ' ,  /~, 11). 

Die zum Beweis yon Theorem I I I a  erforderliehen Details, welehe ~hnlieh 
wie beim Beweis yon Theorem I I  durehzufiihren sind, seien dem Leser iiber- 
lassen. Es mSge nur darauf  hingewiesen werden, dab ffir diesen Beweis die 
Cozyklen ~z bzw. ~) genauso wie in 2. definiert werden. Als die zur Definition 
erforderlichen l~berdeckungen yon (X - X')  × U 1 × . • . × U~ bzw. X × 
× U 1 × • • ' × U~ w~hle man { V i ×  U 1 × • • • × Uk}i~z, falls {V~}i~z eine der bei 
der Konstrukt ion yon ~ bzw. ~ verwendete t_~berdeckung ist. Die in der 
Definition von ~V auftretenden Matrizen log # ( ( K j  Dj KT1)) kSnnen als in 
U 1 × . - .  × U, holomorphe Matrizen gew~hlt werden, da  die U, einfaeh zu- 
sammenh~ngend sind. 

Es bleiben also noch die beiden folgenden F~lle often: 
1) ~1 . . . . .  ak bilden ein kanonisches Erzeugendensystem yon ~1 (X -- X' ,  ~0) 
2) ~1 . . . . .  0Ok + 1 bilden ein kanonisches Erzeugendensystem yon ~1 (X - X' ,  

x0) und ~k+~ zerlegt, X -  X '  nieht. 
Es ist klar, dab in beiden F~llen nieht zu jeder Vorgabe/u (~1) . . . . .  /u (~k) C 

E G L ( n , C )  ein I tomomorphismus #~ ...... ~, yon n ~ ( X - X ' , x o )  in G L ( n , C )  
geh6rt, welcher auf  den ~ ,  u = 1 . . . . .  k, die gegebenen Werte  annimmt.  
Notwendig und hinreichend ffir die Existenz ist das Effiilltsein der bskannten 
Riemannschen Relation: 

~ . . . .  , an seien genau die X - X '  zertegenden Elemente des kanonisehen 
Erzeugendensystems; dann lautet  im t.  Fall die Riemannsehe Relation 

k - h  
h 2 

(6) / / # ( ~ )  / /  (#((~h+2~'--l) ~((~h*2y) ~--l(0~h+2y--1) ~-l((Xh+2y)) "~" 1, 
u= l  ~'=1 

falls a h + ~ - I  und ah+~v, y =  1 . . . . .  2 , jeweils sog. , ,Riiekkehrschnittpaare" 

sind, und im 2. Falls entspreehend. 
Der 2. Fall l~Bt sich dem 1. subsumiersn, weshalb nur noch auf  den 

ersteren eingegangen wird. Die fiir spezielle U1 . . . . .  U~ dutch Theorem H I a  
erledigte Fragestellung wird man bier wie folgt formulieren: 

Es sei U ein komplexer Raum (er t r i t t  an die Stelle yon U~ × • • • × U~ 
in Theorem I I I a )  und /~(ai) . . . . .  p ( ~ )  holomorphe Abbildungen yon U in 
GL(n ,C) ,  welche fiir jedes u E U die Riemannsohe Relation (6) erftillen und 
somit zu einem (eindeutig.bestimmten) Homomorphismus/z~ yon ~ (X ~ X' ,  x0) 
in GL(n ,C)  Anlal] geben; existiert dann auf  dem universellen t~berlagerungs- 

raum Y yon Y : = (X - X' )  × U sine meromorphe und nieht singul~re 
Matrix !~, welehe - -  mit  den analog wie oben srkl~rten Bezeiehnungen - -  
die Eigensehaft besitzt: 

Ftir jedes u ~ U ist ~* (~  [Zu) eine LSsung yon (X, X' , /~) .  
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Sehreibt man  diese Existenzfrage abkfirzend mit  (X, X',/~, U), so gelangt 
man  wie oben zu 

Theorem I I Ib :  ~ . . . . .  a~ sel eln kanonisches Erzeugend~nsystem van 
~ (X  - X ' ,  Xo). U sel ein holomorph vollstdndiger Raum yore Homologietypus 
der Zelle, 1~ ( ~ )  . . . .  , # ( ~ )  selen hoIomorphe A bbildun~en yon U in G L ( n, C), 
we/che ]iir jedes u ~ U die Riemannsche Relation er/i~llen ; [erner seien geeignete 
Zweige yon log # (~¢~) . . . . .  log/~ (~¢a) au/ U eindeutig. Dann gibt es .stets LSsunger~ 
van (X, X ' ,  ~, U). 1st X nlcht kompakt, so existieren sogar holomorphe LS- 
sungen yon (X, X ' ,  #, U). 

7. Eine Anwendung auf kompakte Riemannsche Fliiehen 

X sei eine n-bl~ttrige unbegrenzte ~berlagerung yon p1. Wir bezeichnen 
die natfirliche Projektion yon X auf p1 mit  2 und die Menge der Projektionen 
der Verzweigungspunkte yon X fiber p l  mit  V =  (v(1 °) . . . . .  v(0)}. Is t  Po ~ p 1  V 
und (X(l°) . . . . .  x(n °)} = 2-1(p0) , so gibt jedes ~ E g i ( P  1 -  V, Po) AnlaB zu einer 
Permutat ion g (a) yon 2-1 (P0) und damit  zu einer Permutat ionsmatr ix  # (~): 

(0) hoch- l~Bt sieh in jeden Punkt  yon ~-l(p0) hoehdrficken; der nach x 
gedrfiekte Weg endet dann in x(°~,) und es ist /~(a) = (%a)l<q.~<n mit  ao,,: 
~-~(Q),a zu setzen. ~ - ~ # ( ~ )  ist eine Darstellung yon ~ I ( P  1 -  V, Po )vom 
Grade n; sie eharakterisiert nach einem klassisehen Satz der Topologie X 
his auf  spurpunkttreue Automorphismen (d. h. bis auf  Umnumerierung der 
BlOtter). Die Elemente ein und derselben Spalte einer LSsung ~ yon (p1, V,/~) 
kSnnen als die Zweige einer auf  X meromorphen Funktion interpretiert  
werden: die Komponenten einer solchen Spalte vertausehen sieh bei Umlaufen 
eines Verzweigungspunktes in der dureh die Verzweigung yon X fiber p1 
vorgesehriebenen Weise, und sie verhalten sieh in diesen Punkten bestimmt,  
d .h .  sie besitzen in der lokMen Uniformisierenden hSehstens einen Pol als 
Singularit~t. N immt  man alle dureh die Spalten yon ~ definierten Funktionen 
Yt, - • -, Y~, so erh~lt man  ersiehtlieh eine Basis yon K ( X )  fiber K(P1). 

Nun seien die U~, u -  1 . . . . .  It, zusammenh~ngende, einfach zusammen- 
h~ngende und paarweise fremde offene Umgebungen yon x~. I s t  (v 1 . . . . .  v~) E 
E U1 × " "  × U~, so ha t  man  einen natfirlichen Isomorphismus ~v ...... ~,~ yon 
~ I ( P  1 -  {v 1 . . . . .  v~}, Po) auf  ~ I ( P  1 -  (v(1 °) . . . . .  v(k°)), Po). Nach einem klassi- 
sehen Resultat  gehSrt zur ])arstellung # o ~v~ ..... v~ eine n-bl~ttrige un- 
begrenzte ~berlagerung X~ ...... v, yon p1, welche nach dem oben angegebenen 
Verfahren eben zu dieser Darstellung AnlaB gibt. Xv ...... v~ entsteht aus 
X¢0) ..... ~(,0) dureh ,,Versehieben" der Verzweigungspunkte. Theorem I I  lehrt, 

daft die y,, ~ = 1 , . . . ,  n, analytisch yon den %, u ---- 1 , . . . ,  It, abh~ngen und 
ffir jedes feste (v 1 . . . . .  , v~) ~ U~ × ,  . • × U~ eine Basis yon K (X v ...... v~) fiber 
K(P~) bilden. Die Menge 

T : = {X,~  . . . . .  ,.~ : (v~ . . . . .  v~) ~ U~ x • . -  x U~)}  

l~l~t sieh in natfirlieher Weise mit  einer komplexen Struktur  versehen; T kann 
damit  im Sinne yon O. T~mRM0~.SR [25] als ,,analytisehe Sehar yon 
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Riemannschen  F l~chen"  mi t  U I × . - .  × Uk als , ,Parametermannigfa l t igke i t "  
aufgefaflt werden. Es zeigt sieh, da~ die F u n k t i o n e n  y~ . . . . .  y ,  a u f  T 
meromorph sind. 

Satz 9: Es gibt n auf  T meromorphe Fun]dionen, welche ]i~r ~edes ~este 
(v~ . . . . .  v~) ~ U~ × • • • × U~ eine Basis  yon K (Xv~ ..... v~) iiber K ( I  n) bilden. 
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